第 三 版 序 z 
第 1 章 复数 
1 复数 的 代数 学 .ve en 1 
1.1 管 术 运 息 en 1 
1.23 平方根. et D 
1.3 复数 休 的 存在 ee 4 
1.4 共 固 ， 绝 对 值 …………: nn 6 
1.5 不 等 式 ee ee es 9 
2 复数 的 几何 表示 ……。…。… et ee 1 
2.1 几何 的 加 法 及 乘法 …… 和 pp CE 12 
2.2 一 项 方程 ee ee, .4 
2.3 解析 几何 eon es 6 
2.4 球面 表示 vt .17 
第 2 意 复 函 数 RN ee..9| 
1 解析 沙 数 的 概念 导 引 …… .et 2 
1.1 极限 与 连续 性 和 Ne ee ee 99 
1.2 解析 函数 en ee 24 
1.3 多 荐 式 ee o8 
4 有 理 函 数 .30 
2 得 级 数 的 基础 理论 ………… Le es, es eer...d3 
2.3 一致 收 伊 性 ee 36 
32.4 窜 级 数 …………… nn 38 
2.5 Abel 极 限定 理 …eeeee 和 eneeenneeee td2 
8 ”指数 函数 与 三 角 函 数 ee ee 3 
3.1 指数 函数 ……… ee a 43 


eH: 


pt ha 


3.2 三 角 隙 数 .Ne 44 
3.3 周期 性 ee 45 
3.4 ”对 数 济 数 ee 47 
第 3 童 看 成 瞎 昭 的 佣 析 了 国 洲 nn 49 
1 初等 点 集 拓扑 ………，. TT 49 
1.1 和 集 和 元 素 .ee es es .50 
1].2 度量 空间 51 
1.3 ”连通 性 ee 54 
1.4 紧 致 性 ee 59 
1.5 连续 聊 煞 nn 64 
1.6 拓扑 窑 间 ee 【i 67 
2 共 形 性 69 
2.1 缴 与 闲 曲 线 ee ss et 69 
2.2 域内 的 解析 函数 ei 70 
2.3 共 形 映照 .ee en et. 75 
2.4 ”长 度 和 面 稻 ee ne 77 
3 ”线性 亡 换 和 78 
3.1 线性 群 79 
3.3 将 比 81 
3.3 对 称 性 33 
3.4 有 商 园 85 
3.5 圆 族 je 87 
4 ”初等 共 形 上 映照 | 
4.2 ”初等 映照 概 说 ………… st ee 0 
4.3 初等 Riemann 而 ee .98 
第 和 4 童 复 积 分 oe oa 10t 
1 基本 定理 ……………: ee. ee ..101 
1.1i 线 积 分 ee Se et 01 
1.2 可 求 长 的 强 pe nn 104 
1.3 线 积 分 作为 弧 的 函数 外 1(5 
1.4 此 形 的 Cauachy 定理 ss .109 
1.5 贺 盘 中 的 Cauchy 定理 or potess nts 113 

9 jv ' : z 


2 Cauchy 积分 公式 re 114 
2.1 一 点 关于 闭 曲 线 的 指示 数 ee 114 
2.23 积分 公式 ec. nn 118 
2.3 高 阶 导数 se 上 ee 9 

3 解析 孙 数 的 局 部 性 质 pe Se 123 
3.1 可 去 亲 点 ，Taylor 定理 pe 193 
3.2 零点 和 极点 ee 196 
3.3 局 部 映照 ee 130 
3.4 极 值 原理 St 134 

4 Cauchy 定理 的 -一般 形式 ee 137 
4.1 链 和 闭 链 ee 137 
4.2 单 连 通 性 ee 139 
4.3 同调 140 
4.4 Cauchy 定理 的 一 般 领 婷 ei 141 
4.5 ”Cauchy 定理 的 证 明 tt ]d2 
4.6 局 部 正 合 微分 en T43 
4.7 多 连通 域 eeee 146 

5 留 数 计算 ee ee ee 148 
5.1 留 数 定理 ee e000eseld8 
5.2 幅 角 原理 eet. 152 

5.3 定 积 分 的 计算 ee 154 

6 . 调和 函数 161 
6.1 定义 和 基本 性 质 Co, .161 
6.2 均值 性 质 ee 164 
6.3“ Poisson 从 Rss]66 
6.4 Sehwarz 定理 168 

第 5 章 ”级 数 与 对 积 展开 EET 174 

1 考级 数 展开 式 ……… nn 4 
1.1 Weierstrass 定 理 pp ‘74 
1.2 Taylor 级 数 i 178 
1.3 Laurent 级 数 i: 183 

oe 185 


”2 部 分 分 式 与 因子 分 解 


. ' . - 


i 


.1 部 分 分 式 PP 和 和 | 
2.2 无 穷 乘积 ee ee ee 189 


3 整 函 数 .4 en Ge 205 
3.1 Jensen 公式 ee i ee ee. 206 
3.2 Hadamard 定理 307 

4 Riemann :一 消 数 st 211 
4.2 “Z(s) 扩 张 到 整个 平面 13 
4.3 ”函数 方程 9 sse so ,D914 


5.2 正规 性 和 紧 致 性 ee ss。。. .9219 | 
5.3 Arzela 定理 ee se soso ,1991 
.5.5 ”经典 定 义 ee ee 2 
第 6 章 共 形 映照 Diriehist 问题 8 
1 Riemann 瞎 照 定理 tb:':228 
1.1 叙述 和 证 明 ee ee 六 
1.3 反射 原理 的 应 用 pp ee i 32 
1.4 解析 弧 …… 33 


2.1 在 角 上 的 性 态 Ne 本 35 
9.2 Sehwarz-Chiistoffel 公 起 4 st ...236 
2.3 上映 成 矩形 的 映照 eoseteeeiee et 238 
"9.4 Sehwarz 的 三 角形 函数 ee EE .vd40 
3 调和 函数 的 进一步 观察 pp ee i ee 241 
3.1 具有 均值 注 质 的 函数 …………… et 142 
32.9 Harnack 原理 | ee 243 


bs Vi se 


he i ee eb rh i -= 


4 Dirichlet 问题 ee 


4.1 


次 调 秃 数 ……………… | os oo 


4.2 ”Dirichlet 问题 的 解 ee es DR 


5 狗 连 通 域 的 典型 觅 有 照 


5.} 
5.2 
5.3 


调和 测度 本 
(treenm 吸 数 es 


具有 平行 颖 的 拭 ee .ss ss 


第 ? 章 椭 贺 函数 pp vv 
1 单 周 期 丽 数 ee 


1.1 
1.2 
1.3 


用 指数 函数 表示 


Kionrier 展开 宇和 和 
有 穷 阶 玛 数 \ 


2 ” 双 周 期 函数 ee 
> nn a 


2.3 
2.4 


典 瑾 巷 ss ee , 


3 Weierstragss 理论 st 


3,1 
3.2 
3.3 
3.4 
3.5 


Weierstracs A es ， 
泗 数 C(g8) 与 fg) ov ee 


模 国 数 ACT) Oe 


A(T) 所 作 的 共 形 上 映 妥 ee 


第 8 得 整体 解析 函数 ss op 


1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 
1.6 


Weierstrass 理论 和 te., 


十 与 层 ee en 
截 口 与 .Remann 而 


沿 弧 的 解 析 延 拓 ee i 200 


同 伦 曲线 


首 值 竹 定 理 ee 四 96 


9.1 两 多 项 式 的 结 臣 Ce ee 02 
2.2 代数 函数 的 定义 与 翌 质 Ne 2303 
2.3 虱 界 直上 的 性 态 305 
3 Picard 定理 ee 300 
3.1 容 阶 值 ee se 309 


4 线性 微分 方程 3310 


和 .村 管 氨 | 311 
4.2 正则 奇 点 ee en 319 
4. 和 4 超 比 微分 方程 317 
4.5 Riemann 的 观点 eee tt 上 321 


索引 2 


. . . 上 , , > - _ i _ . 
.> hi ，- On - i i i | 中 


第 1 章 复 数 
1 复数 的 代数 学 


实数 和 复数 遵从 同样 的 算术 基本 律 . 在 学 习 复 变 函 数论 的 开 
始 , 我 们 要 着 重 应 用 并 进一步 充实 这 一 相似 性 ， 


er 


i.1 算术 运算 


读者 从 初等 代数 中 已 经 知道 虚数 单位 具有 人 性质 六 = 一 1. 
如 将 这 一 虚数 单位 与 两 个 实数 c、B8 通过 加 法 与 乘法 结合 起 来 , 则 
得 一 复数 w+iB. wu 及 B 分 别称 为 这 一 复数 的 实 部 与 虚 部 . 若 «~= 
0, 则 称 这 一 数 为 纯 串 数 ; 若 B= 0, 它 当 然 是 实数 ， 零 是 同时 可 作 
为 实数 与 纯 虚 数 的 唯一 数 。 两 复数 相等 ， 必 须 而 且 只 包 它们 具有 
相等 的 实 部 与 相等 的 虚 部 ， 

复数 对 加 法 与 乘法 自封 假定 我 们 将 算术 的 普通 规则 应 用 于 


复数 , 当然 就 有 
(a 十 色 ) 十 (7 十 维 ) 一 (wa 十 y) 十 008B 二 9) (1) 
让 : 
(at+dB) (y+i6) = (ay 一 688) +i(ad + BY). (2) 


在 第 二 个 恒等式 中 ,我 们 使 用 了 关系 式 六 = 一 1. 
除法 芍 可 行 并 不 那 末 明显 ， 我 们 要 来 证 明 (a 十 组 )/(y 十 入 ) 
仍 是 一 复数 , 此 处 y 十 褒 天 0， 以 十 饱 表示 所 求 的 商 ， 则 必 有 
oiB= (9 十 给 ) (w+). 
根据 (2), 上 式 可 写成 
a+iB= (yz 一 5) 十 多 5z 十 70 , 
从 而 得 到 下 列 两 方程 ， : 


pe 三 入 “ :1 从 


0 一 ?4 一 0VU， 
局 一 502 十 ?9. | 
由 于 我 们 已 知 y? 十 关 0, 故 上 面 的 线性 方程 组 有 了 唯一 解 : 


oy Be yy 一 BYy—o6 ) 
yy 十 64 y+ 人 


z = 
这 样 , 就 得 到 结果 
oa+iB oay+pB6 ,. By 一 00 
Y 十 锻 y 十 站 9 32 十 六 (3 
商 的 存在 既 经 证 明之 后 , 它 的 值 就 可 用 较 简 单 的 方法 求 得 . 以 
人 一座 乘 分 子 分 母 , 立即 可 得 


CC ee ee ee 


y+%6 (y+)(y—2%) yO * 
作为 一 个 特例 ,一 个 不 等 于 零 的 复数 的 倒数 为 
1 @—ipB 


ntipB ip | 
注意 ; 六 只 有 四 个 可 能 的 值 , 即 1 一 1， 一 让 它们 相当 于 
指数 % 的 值 0, 了 2 3, 这 是 以 4 除 n 后 可 能 得 到 的 余数 ， 


习 是 


1. 求 下 列 各 数 的 值 
5 23 十? 下 N 
2 一 于 再， (Ett), 
2. 没 s=z 十 动 (z、y 实数 ), 求 下 列 各 数 的 实 部 和 虚 部 ， 
1. gs— 1 1 


2 8+1’? 83， 
3. 证 明 (= 二) -1 及 (所 所 >) 一 
不 论 符号 如 何 搭配 均 成 立 . 


2 


1.2 平方 根 


现在 我 们 来 证 明 一 个 复数 的 平方 根 可 以 明显 地 求 得 。 设 所 给 
复数 为 "十 2B, 我们 来 求 复数 2 十 iy, 它 满足 关系 


» 2 。 


(wt) 一 十 人 
这 一 关系 等 价 于 下 列 方程 组 ， 


52 
2 一 入 一 以 ， 


2020 一 必 . 9) 
由 上 两 式 得 
(SHY) EY) TA th. 
因而 必 有 + NV+p, 
式 中 的 平方 根 为 正 或 零 ， 将 这 一 式 与 ( 邹 的 第 一 式 求 解 ,得 
+ Ve) 
(56) 


go 一 于 (一 x+ vet). 


我 们 看 到 这 些 量 不 论 « 的 符号 如 何 总 是 正 的 或 零 . 
从 方程 (5) 一 般 可 得 两 个 相反 符号 的 ” 值 和 两 个 相反 符号 的 
y 值 ， 但 这 些 值 不 能 任意 组 合 ， 因 为 (4) 中 的 第 二 式 并 不 是 (5) 的 
结果 . 因此 必须 谨慎 地 选择 “与 多 使 其 积 与 8 同 符号 ， 这样 就 
得 到 一 般 解 : 
0， 3 | 2 9 2 
VaTtB + (VE 二 Vetp), 


: (6) 
只 要 B 半 0， 对 于 B=0, 当 o>0 时 ,其 值 为 上 Ma, 当 a<0 时 ,为 
土 bi/ 一, 应当 理解 , 正 数 的 所 有 平方 根 均 取 正 号 . | 

上 面 证 明了 任 一 复数 的 平方 根 是 存在 的 ， 且 具有 两 个 相反 的 
值 ， 这 两 个 值 仅 当 a-+iB=0 时 相等 。 如 B=0, 而 az>0, 则 平方 
根 值 为 实数 , 如 B=0 而 a<0， 则 为 纯 虚 数 . 换 甸 话说， 除了 零 
以 外 ， 只 有 正 数 才 有 实 的 平方 根 ， 只 有 负数 才 有 纯 虚 数 的 平方 
根 ， : | 

由 于 两 个 平方 根 一 般 都 是 复数 ， 所 以 一 个 复数 的 平方 根 就 不 
可 能 分 出 正 负 来 。 我们 当然 可 以 用 (6) 式 中 上 面 的 符号 与 下 面 的 
符号 来 进行 区 分 , 但 这 种 区 分 是 不 自然 的 , 因而 必须 避免 、 正 确 的 
方法 是 将 两 个 平方 根 按 对 称 的 方式 处 理 ， 


悦 是 


,计算 VT VVITi, Vi. 
. 求 久 ~1 的 四 个 值 , 

. 计算 Yi 及 -1 

. 解 出 二 次 方程 


Lo pH 


吓 (a 十 和 7)8 十 十 站 一 0， 


1.3 复数 体 的 存在 


到 目前 为 止 ,我 们 对 复数 的 讨论 是 完全 不 严密 的 , 还 没有 探究 
到 当 算术 中 一 切 规则 保持 有 效 时 ,方程 作 十 1 一 0 的 解 所 从 属 的 数 


系 本 身 存 在 的 问题 . 


我 们 先 来 回想 一 下 实数 系 及 的 一 些 特征 性 质 . 首先 我 们 知 


道 及 是 一 个 体 (field, 或 域 )， 这 意 恩 就 是 说 , 罕 坊 中 定义 了 加 法 
运算 和 乘法 运算 ,它们 满足 结合 律 .交换 律 及 分 配 律 . 数 0 及 工分 
别 是 加 法 及 乘法 运算 中 的 中 性 元 素 , 意 即 对 于 所 有 的 凶 有 a 十 0 一 
a wd-a 其 次 定义 减法 的 方程 +o 一 a 但 有 一 个 解 ， 而 定义 
”除法 的 方程 Bo 一 a, 只 要 B 姑 0, 也 总 有 一 个 解 @. 

用 初等 的 理由 就 可 证 明 中 性 元 素 以 及 减法 与 除法 的 结果 都 是 


唯一 的 。 又 ,每 一 个 体 是 一 个 整 环 , 意 即 , 为 了 a8= 0, 必须 而 且 只 


须 w=0 或 B=0. 

这 些 人 性 质 是 一 切 体 所 共有 的 ， 此外, 实数 体 且 具有 一 种 次 序 
关系 “<B (或 B>o)， 用 正 实数 集合 了 + 就 更 易于 定义 下 面 的 关 
系 : 之 8 的 完 要 条 件 是 8 一 a€ BR"， 集 合 + 以 下 列 几 种 性 质 为 
其 特征 ，(1) 0 不 属于 及 +，(2) 如 果 wz0, 则 如 或 一 属于 及 +， 
但 不 并 立 ; (3) R+ 中 任 二 元 素 之 和 与 积 仍 属于 也 + 从 这些 性 质 
就 可 推出 不 等 式 运算 的 全 部 规则 ， 特 别 是 , 任 一 数 a 的 平方 。 或 


/D” 我们 假定 读者 已 具有 基础 代数 学 的 实际 知 供 ， 虽然 上 面 所 说 关于 体 的 特征 
表示 是 完备 的 , 但 对 于 一 个 还 没有 粳 略 地 熟悉 这 些 概念 的 读者 ， 显 然 不 会 有 很 大 帮助 ， 


s 和 


br! 


者 是 正 数 , 或 者 等 于 零 ; 因此 1=1 是 一 正 数 ， 

根据 次 序 关系 可 知 ， 和 十 , 1 十 1, 1 十 4 十 I, … 互 不 相同 。 因 
此 , BR 包含 自然 数 全 体 , 而 由 于 它 是 一 个 体 , 故 知 它 必 包含 有 理 数 
全 体 所 组 成 的 子 体 . / 
”最 后 ,及 满足 下 列 的 完备 性 条 件 ; 每 一 个 递增 而 有 界 的 实数 令 
列 必 有 一 极限 ， 设 各 <as<as 过 …<<aw<…， 并 设 存在 一 个 实数 
B, 得 使 对 于 所 有 的 %, 有 om 二 B. 那么 完备 性 条 件 就 意味 着 存在 
一 个 数 4 一 ima， 化 具有 下 列 性 质 , 给 定 任意 的 s>0, 三 在 一 个 
自然 数 m, 使 得 对 于 所 有 的 nn 二 no, 有 不 等 式 4 一 8 所 om 三 4 成 立 ， 

我 们 对 于 实数 系 的 讨论 是 不 完全 的 ， 因 为 我 们 并 没有 证 明 呈 
有 上 述 公设 性 质 的 一 个 数 系 BB 的 存在 和 唯一 性 ( 除 同 构 以 外 ) 0. 
读者 如 果 还 不 十 分 明了 那 种 用 以 引进 买 数 的 移 作 态 孜 可 参看 有 
关 这 方面 的 书籍 . / 

由 于 o? 十 1 恒 为 正 数 , 故 知 方程 少 +1=0 在 己 中 无 解 ， 现 在 
我 们 假设 可 以 找到 一 个 体 , 它 以 B 为 其 子 体 , 而 且 在 下 中 方程 
2 十 1 一 0 有 人 解 . 以 ?表示 这 方程 的 一 个 解 . 则 因 
02 十 革 一 (2 十 2 一 0 ， 
故 知 方程 w+1=0 在 了 中 恰 有 两 个 解 芋 及 一? 令 0 为 站 的 子 
集 ,由 所 有 能 表 为 a 二 iB 的 元 素 组 成 , 此 处 a 及 BB 为 实数 . 这 一 表 
示 式 是 唯一 的 , 因为 a+iB=a + 融 意 昧 着 
/ a—o=— ~i(B—B); 
从 而 (a 一 oa)? 一 一 (8 一 6) 
但 这 具有 在 wa=a,， 8= 有 时 方 始 可 能 . 
子 集 C 是 上 的 一 个 子 体 | 事实 上 ,除了 应 由 读者 作 一 些 普 通 

的 验证 之 外 ， 这 正 是 我 们 已 在 1.1 节 中 证 明 过 的 .此 外 ， 子 集 C 

的 构造 与 玉 无 关 . 因为 如 设 了 为 另 一 个 包含 忆 及 方程 作 十 1 =0 
的 一 个 根 纪 的 体 , 则 元 素 a+28 全体 组 成 对 应 的 子 集 Ca+- 如 
。 @ ”两 个 体 的 同 构 指 的 是 一 种 一 对 一 的 对 应 关系 ， 它 保持 和 与 积 的 对 方 对 应 。 这 
一 词 通常 用 以 指 一 称 对 应 关系 ， 这 种 对 应 关系 是 一 对 一 的 ， 同 时 保持 一 给 定 联络 中 所 
认为 重要 的 一 切 关 系 。 


"mm i : EE i rb HH He .HHH et Hn 


全 体 组 成 的 子 集 C 与 «a+?B 全 体 组 成 的 子 集 C 成 一 一 对 应 ， 和 而 
这 一 对 应 显然 是 体 的 同 构 , 从 此 说 明 6 与 0' 是 同 构 的 . 

现在 我 们 把 复数 全 体 组 成 的 体 定义 为 任 一 给 定 的 于 的 子 体 
CC， 上面 说 明了 体 卫 的 选择 是 任意 的 ， 但 还 没有 证 明 这 一 具有 所 
需 性 质 的 体 下 的 存在 ， 为 了 使 我 们 的 定义 具有 意义 ,还 需要 来 构 
作出 体 焉 , 它 包含 及 (或 与 了 及 同 构 的 一 个 子 体 ), 而 自在 其 中 方程 
人 十 1 一 0 有 一 个 解 ， 

这 样 的 一 个 体 可 以 用 多 种 方法 构 作 起 来 .最 简单 而 且 最 直接 
的 方法 如 下 : 考察 形 如 a 十 6B 的 所 有 元 素 ， 其 中 ww 6 均 为 实数 ,而 
记号 十 及 则 纯粹 是 符号 (十 不 表示 加 , 5 不 表示 体 的 一 个 元 
素 ). 这 些 元 素 全 体 组 成 一 个 体 卫 , 在 耻 中 加 法 与 乘法 是 用 (了 D 及 
(2) 定 义 的 (注意 记号 + 的 两 种 不 同意 义 )、 特 丈 形 式 wa 十 加 的 元 
素 全 体 构成 一 个 与 玉 同 构 的 子 体 ,而 元 素 0 十 计 则 满足 方程 2 十 1 
一 0; 因为 (0 十 久 )?”= 一 (+ 加 )。 这 样 , 体 玉 就 具有 所 需 的 性 质 ， 


而 且 由 于 
z g++-48 = (a+é0) 十 B(0 十 入 )， 


故 知 它 与 对 应 的 子 体 4 恒 等 . 这 就 证 明了 复数 体 的 存在 ， 于 是 可 
回 到 较 简单 的 记 法 x+%8, 此 处 十 表示 中 的 加 法 ， 而 6 为 方 和 
妨 十 工 一 0 的 一 个 根 . 


习 ”是 
( 供 复习 代数 的 读者 练习 》 

加 人 

1 证 了 所 有 形 和 (“9 夫 耻 经 过 用 短 活 加 法 与 乱 际 和 法 组 起 
以 后 所 成 的 集合 与 复数 体 辣 构 . 

2， 证 明 复 数 系 可 以 设想 为 用 不 可 约 多 项 式 2 十 1 对 于 所 有 实 系数 多 项 
式 分 类 所 得 到 的 体 . 
1.4 共 红 , 绝对 值 


一 个 复数 ， 或 者 可 用 单一 个 字母 5 表示， 此 处 e 为 体 G 的 一 
，6 。 


个 元 素 ; 或 者 可 表 为 a+iB 的 形式 , 其 中 a, B 为 实数 .此 外 ,还 有 
几 种 标准 的 记 法 如 2 一 2 十 多 ,= 十 轧 , w=W 十 甸 等 ,在 此 ,wo 9， 
< ,4,9 等 总 是 理解 为 实数 . 复数 w 的 实 部 和 虚 部 还 常 记 为 
Rea 及 Tm ec. 

在 推出 笋 数 加 法 与 复数 乘法 的 法 则 的 过 程 中 ， 我 们 只 用 到 一 
个 事实 , 那 就 是 训 = 一 1， 由 于 一 具有 同样 的 性 质 , 因此 , 如 将 所 
有 的 衬 均 换 成 一 纪 则 原来 的 一 切 规则 必 仍 保持 有 效 ， 这 可 通过 直 


接 验 证 来 证 明 ， 将 at+ip6 换 成 a 一 褒 的 变换 称 为 复 共 斩 ， 而 


a-iB 就 是 a+iB 的 共 罗 复数 ，a 的 共 罗 复 数 记 为 要 一 个 数 
是 实数 , 必须 而 且 只 须 它 与 它 的 共 元 数 相等 。 共 思 变质 是 一 种 对 
合 变换 , 这 就 是 说 8=4，。 
复数 a 的 实 部 与 虚 部 可 用 4 及 其 共 思 复数 4 表示 为 
Rea= 


Jm wa 一 


2 十 4 一 和 

2 7 

因此 , 系统 地 使 用 记 法 c 及 &, 就 可 以 避免 用 两 个 不 同 的 字母 来 表 

示 实 部 和 虚 部 . 话 虽 如 此 , 但 这 两 种 记 法 最 好 还 是 能 灵活 使 用 . 
共 思 变 换 的 基本 性 质 就 是 我 们 上 面 已 经 提 到 的 那个 性 质 , 即 

Zo-a15, W205. 

由 此 可 推出 商 的 对 应 性 质 ， 如 果 cs 二 8, 则 az=5， 因 而 (6/4) = 

0/4， 更 一 般 地 , 令 R(a, 9, a, …) 表 施 于 复数 a, 5, c … 的 任 一 

有 理 运算 , 则 四 


Rlg, b,c, -…)= BR(g, cp) 
“作为 一 个 应 用 , 考虑 方程 
Co 条 十 Ci 十 十 co 12 十 C 一 0 
设 人 为 这 一 方程 的 一 个 根 , 则 & 必 是 方程 
Co24 十 Ci28-T 十 . :十 Cn_12 十 Ca 一 0 
的 一 个 根 ， 特别 是 , 震 方 程 的 系数 均 为 实数 , 则 及 必 是 同一 方 
程 的 根 , 由 此 得 到 熟知 的 定理 : 实 系数 方程 的 非 实 数 根 必 以 成 对 的 
共 天 根 出 现 . 
积 4 十 局 但 恒 为 正 数 或 零 ， 它 的 非 负 平方 根 称 为 复数 2 的 


模 或 绝对 值 , 记 为 |la|. 这 一 术语 和 记 法 的 正确 性 可 从 一 个 实数 的 
模 就 等 于 该 数 本 身 取 正 号 的 值 这 一 事实 得 到 说 明 . 
根据 这 一 定义 ， 
aa= |@|?, 
式 中 |a| 之 0, 并 注意 到 |a| = ia|. 对 于 乘积 的 绝对 值 ,我 们 有 
lab|?=ab:a0 —ababd = a706 =|a|?|05|’, 


”因为 它们 都 宇 0, 故而 


z lab | = ol: 121. 
用 文字 来 表述 , 就 是 . - 
积 的 绝对 值 等 于 各 因子 绝对 值 的 积 . 


显然 这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 穷 个 复数 的 飞 积 ， 


ad0s…an| 一 [oil | ca …|cn|， 
元 c/) 650 满足 关系 5(a/5) ==a, 因此 又 有 | 如 :1a/8| = jaj, 或 
al 
万 一 7 


和 的 绝对 值 公式 并 不 这 样 简单 .我 们 有 
|c 二 bl2=(c+b(c+tp) 一 CC 二 (cp 二 DC) 十 50 


或 
jabs [a2 5 laReab. (7) 
差 的 绝对 值 公式 为 
|e—28|?= |cl2 二 212 一 2RecD， 《7 ) 
将 上 两 式 相 加 , 得 到 恒等式 / 
atBls+ lobls=2(lals+ ll), (8) 
村 题 


1. 试 以 z=# 十 廊 及 8=s 一 亡 分 别 计 算 s/(#? 十 1) 的 值 ， 从 而 证 明 所 得 
的 结果 是 共 思 d 的 
2. 求 下 式 的 绝对 值 


vv (3 十 4 一 十 22》， 
4 十 3 十 由 ) (1 十 人， ICE 


3， 志 知 |c| = 工 或 |2| =1, 求证 
dab 
1— {| -1. 


如 |a|==181=4, 则 要 上 式 成 立 , 应 有 怎样 的 条 件 ? 
4， 求 使 一 个 复 未 知 量 的 方程 ws 十 pz 十 C=0 恰 有 一 解 的 条 件 , 并 算出 这 

个 解 . 

3. 试 证 明 复 数 形式 的 Lagrange 恒等式 ， 


nn 2 2 作 
Bap | =Slel So DB abobl, 
1.5 不 等 式 


现在 我 们 来 证 明 儿 个 常用 的 重要 不 等 式 ， 应 该 指出 ,在 复数 
系 中 没有 次 序 关 系 , 因此 ,所 有 不 等 式 都 必须 是 实数 之 间 的 关系 . 
从 绝对 值 的 定义 可 得 如 下 不 等 式 z 


la|<Rea <|e), 


-|al<Ima<lial. (9 
等 式 Rec 一 |a| 当 且 仅 当 & 是 实数 且 之 0 时 成 立 ， 
如 将 (9) 式 应 用 于 (7), 则 得 
latobl*<(lal+16|)’, 
因此 
lag+ol<<lg|++i6|. (10) 


这 就 是 所 谓 三 角形 不 等 式 , 这样 命名 的 理由 将 在 以 后 说 明 . 应 用 
归纳 法 可 将 上 而 的 关系 推广 至 任意 有 限 个 数 的 和 |: 
| 二 Tas 十 一 十 Wn 委 |c| 十 |csl 十 … 十 |cn|. (11) 

和 的 绝对 信 充 其 量 等 于 各 项 绝对 什 的 和 . 

在 实数 的 情形 中 ， 读者 会 充分 理解 到 估计 式 (11) 的 重要 意义 
今后 我 们 将 看 到 ， 这 一 式 在 复数 理论 中 也 有 着 不 亚 于 在 实数 中 的 
重要 性 . 

现在 让 我 们 来 确定 所 有 使 tt) 式 成 为 等 式 的 条 件 . 在 (10) 式 
中 ,为 使 等 号 成 立 , 必须 而 且 只 须 吧 关 0( 为 方便 起 见 , 用 o>0 表 
示 c 是 实数 而 且 还 是 正 数 )， 如 5 天 0, 则 这 一 条 件 可 写 为 / 

10j*(a/0)>0, 


因而 等 价 于 c/2z0， 在 一 般 的 情形 下 ,我 们 可 以 这 样 做 ，. 设 (11) 
中 的 每 号 成 立 , 则 | 
[ci| 十 |oa| 十 … 十 |oa| 一 | (ci 十 aa) 十 ca 十 十 Go 

< 和 jci 十 ca| 十 |cs| 十 … 十 |cy|] 

< gi| 十 |as| 十 … 十 | nl. 
因此 得 |ar 十 Ga| = | + cs| ,如 ca 大 0, 结 果 得 G1/4s 之 0 但 项 的 
下 标 是 任意 的 , 故 知 任意 两 个 非 零 项 之 比 必 为 正 数 .反之 , 设 这 一 
条 件 成 立 。 假定 91 二 0, 则 得 


| 
latat .tan = 1) t+ 


(81 


和 


la ee) 


一 |qi| 十 jos| 十 … 十 an. 
总 针 上 而 的 这 电 , 可 知 :117 式 的 等 号 党 且 公 当 任 章 丙 个 非 项 
比 为 正 数 时 成 立 . 
由 (10) 又 可 得 
lc| = | (一 人 十 2 和 1 一 0 十 19 
或 lal—|2|<1a—0|. 
同 理 |15| 一 14a| <14-5|, 这 些 不 等 式 可 合并 为 
lg—bl>|lal-|b|. . . (12) 
当然 同样 的 估计 可 运用 于 |&+5|. 
(10) 式 的 一 个 特殊 情形 是 下 面 的 不 等 式 
latipl<lal+|lBl. | (13) 
”这 表明 ,一 个 复数 的 绝对 值 不 大 于 其 实 部 及 虚 部 绝对 值 的 和 . 
尚 有 很 多 不 等 式 也 是 经 常 要 用 到 的 ， 其 证 明 尹 较 复杂 就 中 
有 Cauohy 不 等 式 
[101 十 …' 十 G0n|? 
(lol?t + 1d) b+ + 16, |’), 
或 人 简写 成 
* 10 «. 


| <Slal Slo. © (14) 
要 证 明 上 式 , 令 X 代表 任 一 复数 .由 (7) 可 得 
SoaBi’ =— lol Is Sb 2Rei 人 ab, (15) 
对 于 所 有 的 ), 这 一 式 都 >0， 我 们 可 以 选 定 
> ci 
Sl 


因为 如 果 分 母 等 于 零 , 那 就 没有 什么 好 证 明了 ， 这 样 的 选择 不 是 
任意 的 , 其 目的 是 使 (15) 式 尽 可 能 简单 .代入 (15), 经 简化 后 得 


六 一 


i 0 
>)| qi| 2 一 一 二 之 
mS 

1 


这 一 式 与 (14) 式 等 价 . 
从 (15) 式 我 们 可 以 进一步 得 出 结论 ，(14) 式 的 等 号 当 且 仅 当 
Cauchy 不 等 式 也 可 用 Lagrange 恒等式 (1.4 节 习题 四 证 明 . 


习 题 
1， 求 证 ,如果 | <1, 12| 一 二 则 

a—b 

I-a5l < 


2， 试 以 归纳 法 证 明 Cauchy 不 等 式 . 
3， 如 ai 和 <1，X 关 000 一 1 9) 且 和 1 十 和 2a 十 … 十 知 亚 二 试 证 明 
[Aiai 十 aaa 十 十 和 Cn | 二 二 

4 证 明 : 复数 * 满足 

ls—aj+1st+al=2|c| 

的 充 要 条 件 是 |a| 和 jc|. 如果 这 一 条 件 满足 ， 则 |z| 的 最 大 值 和 最 小 值 是 什 
公 ? : 

全 i 是 一 个 常用 的 求 和 指标 ,用 作 下 标 ,不 能 与 虚数 单位 相 混 。 人 避免 使 用 它 亦 似 
无 必要 。 

e。 1 。 


2 复数 的 几何 表示 


对 于 平面 上 一 个 给 定 的 直角 坐标 系 来 说 , 复数 4=a+ 绍 可 以 
用 坐标 为 (cx，B) 的 点 来 表示 。 这 是 一 个 常用 的 表示 法 , 并 且 常 把 
点 4 作为 数 & 的 同义词 . 第 一 个 坐标 轴 (% 轴 ) 称 为 实 轴 ,第 二 个 浴 
标 轴 (y 轴 ) 称 为 虚 轴 .两 轴 所 在 的 平面 称 为 复数 平面 . 

几何 表示 之 所 以 有 用 , 在 于 它 清晰 的 图 形 及 简 彻 的 术语 ， 不 
”过 ,我 们 取 如 下 观点 ， 分 析 中 的 所 有 结论 都 应 从 实数 性 质 , 而 不 是 
从 几何 公理 推导 出 来 . 由 于 这 一 缘故 ,我 们 只 用 几何 作 描述 , 而 不 
用 作 正 当 的 证 明 , 除非 语言 是 如 此 显 见 ,其 分 析 解 释 已 属 自明 . .这 
一 看 法 使 我 们 对 几何 考虑 不 致 提出 严密 的 要 求 . 


2.1 几何 的 加 法 及 乘法 
复数 的 加 法 可 以 想象 为 矢量 的 加 法 . 设 一 个 复数 不 仅 以 一 点 


表示 , 而 且 以 一 个 由 原点 指向 这 一 点 的 矢量 表示 。 这 个 复数 , 这 一 
点 以 及 这 个 矢量 都 以 同一 字母 c 表 
示 . 象 平常 一 样 , 任何 一 个 矢量 作 平 
行 移动 后 所 得 的 所 有 矢量 都 视 为 与 原 
矢量 恒 等 . 

作 一 矢量 5， 使 其 起 点 与 矢量 4 
/ 的 终点 重合 ， 则 由 a 的 起 点 引 至 5 的 
图 1-1 矢量 加 法 终点 的 秋 量 就 是 4+b， 要 作出 差 
ba, 可 由 同一 起 点 画 出 矢 晤 g. 和 5, 则 由 <a 的 终点 指向 5 的 终点 
的 矢量 就 是 2 一 4， 注意 6 十 及 6 一 是 以 &、 为 边 的 平行 四 边 
形 的 两 条 对 角 线 (图 1-1). 

矢量 表示 的 另 一 优点 就 是 矢量 2 的 长 等 于 la|， 因 此 点 4 与 
5 之 间 的 距离 为 |a 一 5|， 在 这 个 意义 上 , 三 角形 不 等 式 |4+4+5| < 
| 可 十 1 中 及 恒等式 | 十 下? 十 ja 一 2 十 121 就 成 为 熟知 
的 几何 定理 了 ， : 
.12。 


所 2 及 其 共 轿 数 4 对 称 地 位 于 实 轴 的 两 边 ， 扣 4 关于 虚 畏 的 
对 称 点 为 一 5C。 四 个 点 6， 一 0 一 4, ?是 一 矩形 的 四 个 项 太 ， 两 坐 
标 轴 是 这 一 符 形 的 对 称 辅 . 
为 了 作出 两 个 复数 乘积 的 几何 解释 ,我 们 引用 极 坐 标 ， 如 果 
一 尽 (a,，B) 的 极 坐 标 为 (7, 9p), 则 
化 一 个 COS PD, 


B=7 sinog. 


”因此 4a+ipB 一 "(cosp+ising)， 在 这 个 复数 的 三 角 表示 中 , 


永远 之 0, 且 等 于 模 |o|. 极 角 p 称 为 复数 的 幅 角 , 并 以 args 表示 
之 ， : 
考察 两 复数 41 一 71(cosg1 二 bsing1) 及 0s 一 7a(cos ga 十 bsin ga)， 
它们 的 积 为 : 
: G102 = T7179[ (COS 1 cos ga — sin pi sin gs) 
二 (gin pi C08 pat C08 pi Sin pa) | 
根据 余 弱 及 正弦 的 加 法 定理 , 上 式 可 简化 为 
01G3 一 Miya[cos(PO1 十 03) + i sin(gi+ ga)]. (16) 
由 此 可 知 乘积 的 模 为 ?172, 幅 角 为 p1 十 Ppa。 后 面 这 一 结果 是 新 的 ， 
可 用 下 式 表示 : 
arg(aids) =—arg G1+ arg ga. (17) 
显然 ,这 一 公式 可 推广 至 任意 多 个 因子 的 积 , 因而 
积 的 幅 角 等 于 各 因子 幅 角 的 和 . 
这 是 基本 的 规则 . 这 一 规则 为 复数 的 用 何 表示 作 了 有 力 的 论 
证 .但 是 ,我 们 必须 切实 了 解 ,得 出 公式 (17) 的 方式 是 与 我 们 的 原 
则 违背 的 ， 首先, 公式 (17) 是 角 的 关系 而 不 是 数 的 关系 , 其 次 ， 它 
的 证 明 要 用 到 三 角 学 .因而 ,我 们 还 须 用 分 析 的 词句 来 定义 幅 角 ， 
并 以 纯 分 析 的 方法 来 证 明 (17)。 我 们 现在 暂缓 来 作 这 个 证 明 , 仍 
然 从 一 个 不 十 分 严密 的 观点 来 讨论 (17) 式 的 结果 ， 
首先 我 们 注意 0 的 幅 角 是 没有 定义 的 。 因此 ，(17) 式 只 有 在 
mi 及 uaz0 的 时 候 才 有 意义 。 其 次 , 极 角 在 许可 相差 360 的 倍数 


的 条 件 下 才 是 唯一 确定 的 。 因 此 ， 如果 我 们 要 从 数值 上 来 解 妓 


。 13。 


[i ep tA tl 


(17), 我 们 应 约定 360° 的 倍数 不 计 在 内 . 
由 (17) 式 可 得 积 aias 的 简单 几何 作 图 法 。 显然 ， 以 0, 1, a 
&ads 8 为 顶点 的 三 角形 将 与 以 0，6Gs，G103 为 顶点 的 
三 角形 相似 .点 0, 1，6z 及 om 均 为 已 知 , 因 
此 ,由 相似 性 就 可 确定 出 扩 4619a( 图 1-3). 
在 除法 的 情况 下 , (17) 变 为 
arp = Arg G2 — arg 01, (18) 


0 1。 其 几何 作法 仍 相同 ， 但 现在 的 相似 三 角形 为 
图 1-2 ”矢量 乘法 0, 1, @ 及 0, qo/%1, Ws, 

注 : 定义 角 和 幅 角 的 一 种 可 接受 方式 是 应 用 熟知 的 微 积分 方 
法 , 它 把 一 段 圆 弧 的 长 度 表 示 成 一 个 定 积分 ， 这 导致 三 角 函 数 的 
正确 定义 ,导致 加 法 定理 的 计算 证 明 . 

我 们 不 遵循 这 一 途径 的 理由 是 ; 复 分 析 与 实 分 析 不 同 , 它 提供 
了 一 种 远 为 直接 的 方法 .线索 可 从 指数 函数 与 三 角 函 数 的 直接 联 
系 中 找到 ,这 将 在 第 2 半 第 3 节 中 推 革 ， 那 时 读者 就 会 消除 对 完全 
严密 性 的 顾虑 。 


屏 题 


1. 求 点 4 关于 坐标 轴 分 角 线 的 对 称 点 。 
2. 求证 点 41, 42, as 在 而 且 只 有 在 
az 十 az 十 0 一 0103 十 Go03 十 aqa01 
时 为 等 边 三 角形 的 三 顶点 . 
3. 设 4 及 0 为 一 正方 形 的 两 个 顶 饼 . 求 所 有 可 能 情形 下 的 力 外 两 个 项 
后 。 

4. 一 个 三 角形 的 三 顶点 为 aty aa，0a3， 试 求 其 外 接 圆 的 圆心 及 半径 . 将 

结 采 写成 对 称 形 式 。 


2.2 二 项 方程 
从 上 面 这 些 我 们 并 未 要 求 甩 下 证 明 交 入 至 果 中 ， 可 得 
» 4 。， 


4=Yyftcosp 二 zsinop) 的 宕 为 
"=—7"(cOg nO+ ssin np), (19) 
这 一 公式 在 n=0 时 显然 成 立 , 而 由 于 
i=r l(cosp—ising)=7 [cos( 一 P) 十 2Sm( 一 7)], 
故 知 当 nw 为 负 整 数 时 亦 真确 ， 
当 7=1 时 ,得 de Moivre 公 导 


of 


(cosp+ising)"=cosnpt+isnng,. (20) 
这 一 式 提供 了 将 cosng 及 sinng 以 cosg 及 sing 表示 的 最 简单 广 
法 ， : 
要 求 复数 & 的 % 次 根 ,必须 解 出 方程 
: =4. (21) 
设 4 下 0, 且 G 一 (cog0 十 2Sin gy), 
2 一 p(cos 0 +isin gd), 
则 (21) 式 变 为 : 
po(cosn0+isinng) =7(c0s p+isin 9). (22) 
”这 一 方程 当 p" 一 +， m9 一 p 时 显然 成 立 ， 因 此 得 所 求 根 为 


Mr og Pon 
zm/T (cog 全 十 ;sin 全 )， 


式 中 V7” 为 正 数 的 nn 次 正 根 . 

但 这 并 不 是 唯一 解 。 事实 上 , 如 m6 与 9 相差 为 360° 的 整 倍 
数 ， 则 (22) 式 仍 成 立 。 如 角 以 驱 度 计算 ， 则 一 周 角 等 于 2r， 因 此 
(22) 式 在 而 且 只 有 在 

9 = 于 十 四 < 


时 成 立 ,其 中 大 为 任 一 整数 ， 不 过 ， 只 有 有- 0, 1, …, n 一 1, 可 给 
出 不 同 的 z 第 ， 因此 方程 (21) 的 完全 解 为 / 
2 = VT | oo (于 + 思 十 2Sin (于 二 2 )| 

k=0, 1, .0 一 
一 个 不 等 于 零 的 复数 的 次 根 有 入 个 ， 必 们 的 模 都 租 同 ， 但 它 


右 


们 的 幅 角 是 匀 间 隔 地 分 布 的 ， 
从 几何 上 看 , mw” 次 根 的 全 部 正好 是 正 wm 边 形 的 各 个 顶点 . 
6 一 全 省 生生 刘 生 要 站 方程 = 1 的 根 称 为 1 的 % 次 
ooos TE tisin (28) 


则 所 有 的 根 可 表示 为 1 @，o2 …，o* 1， 显 然 , 如 以 VY 4 表示 4 
的 任 一 % 次 根 , 则 nn 次 根 的 全 体 可 表示 为 
: Na (b=0,1,., n—1). 


习 题 
1 试 以 coso 及 sing 表示 cos 3p，cos 4p，g8Sin 50D. 
2. 简化 : 
下 十 co8 十 Co8 00 十 … 十 COS np 
和 和 sin g++ sin 29++.… + sin ng. 


3. 将 1 的 5 次 根 及 10 次 根 表示 为 代数 形式 . z 
如 由 (23) 式 给 定 , 求证; 对 于 任 一 整数 只 要 不 是 w 的 倍数 ,就 


~ 


区 ， 求 1 二 wl 的 值 . 


2.8 解析 几何 


在 古典 解析 几何 里 ， 一 个 轨迹 的 方程 表 成 w 和 4 之 间 的 一 种 
关系 . 它 也 可 以 用 z 和 > 表示 , 有 时 会 得 到 很 大 的 方便 ， 应 记 往 
的 是 一 个 复方 程 本 来 就 等 价 于 两 个 实 方程 ; 为 了 得 到 真实 的 轨迹 ， 
这 些 方程 应 该 在 本 质 上 是 同一 的 . 

例如 ; 圆 的 方程 是 jz 一 6| r+， 家 成 代数 形式 可 改写 成 

(2 一 (2 一 0 一 了 2. 
这 一 方程 在 复 基 饭 下 是 不 变 的 . 这 一 事实 说 明 它 代表 一 个 单一 的 
实 方程 ， 


es 16 。 


复 平面 上 的 一 条 直线 可 用 参数 方程 2 一 4 寸 站 给 出 ， 这 里 & 和 
0 都 是 复数 ， 且 5 关 0; 参数 世 厂 饥 所 有 实数 值 。 两 方程 > 一 4 十 1 
和 2 一 a'6% 代表 同一 直线 ， 当 和 且 仅 当 o 一 4 和 ' 都 是 5 的 实数 
信 数 . 当 5 是 5 的 实数 倍数 时 , 这 两 条 直线 平行 , 如 果 5 是 5 的 
正 倍数 , 则 它们 有 相同 的 指向 ,一 条 有 向 直线 的 方向 可 用 arg2 来 
标志 . :一 4 十 好 与 ?一 4 十 24 之 闻 的 夹 角 是 arg 2 7 注意 , 人 它 依 
赖 于 这 两 条 直线 命名 的 顺序 .如 果 5/5 是 纯 虚 数 , 则 两 直线 相互 
正 交 . 

求 直线 与 圆 的 交点 .平行 线 、 正 交 直 线 、 切 线 及 类 似 的 问题 , 表 
示 成 复 形式 时 ,一般 会 变 得 特别 简单 . / 

不 等 式 |z 一 4| <7 表示 辆 的 内 部 。 类 似 地 ,有 向 直线 ?一 4 十 bt 
在 Im(z 一 )/6<0 时 确定 一 右 半 平面 , 而 当 Im(z 一 />0 时 确 
定 一 左 半 平面 。 易 证 这 个 区 别 是 不 依赖 于 参数 表示 的 ， 


习 题 


. 4s 十 bs 十 0 一 0 在 什么 时 候 表示 一 条 直线 ? 

. 写 出 椭 贺 、 双 曲线 、 抛 物 线 的 复 形式 方程 . 

. 证明 ; 平行 四 边 形 的 对 角 线 相互 平分 ;菱形 的 对 角 线 相互 正 交 ， 
. 解析 证 明 一 个 贺 的 平行 弦 的 中 点 都 在 垂直 于 该 纶 的 直径 上 .， 

. 证明. 过 4 和 1/a 的 所 有 圆 ,都 与 圆 |*| =1 正 交 . 


本- 


.和 球面 表示 


引入 记号 co 表示 无 穷 大 来 推广 复数 系统 0 在 许多 场合 都 是 

有 用 的 . 它 与 有 限 数 的 联系 是 通过 下 面 两 个 关系 式 来 建立 的 对 

于 所 有 有 限 的 @ e+co= co 十 一 cci 对 于 所 有 的 2 关 0, 包括 0 一 
oo, 有 | 

0 .co 一 co: 一 co2， 

不 过 , 在 遵从 算术 运算 规则 的 情形 下 ， 就 不 可 能 定义 co+co 及 

0.oo， 根 据 特殊 的 约定 ,我们 仍然 可 以 写 w/0= co(a#0) 及 By/ce 

es 1]7 。 


dh ~ 


一 0(8 尖 cc)， 

在 平面 上 , 对 应 于 co 的 点 的 位 置 是 没有 的 ,但 我 们 还 是 订 忆 
引入 一 个 “理想 ”的 点 ， 称 之 为 无 穷 远 点 .平面 上 的 所 有 点 连同 无 
穷 远 点 组 成 扩充 复数 平面 .我 们 约定 每 一 条 直线 都 要 通过 无 穷 远 
点 , 同时, 没有 一 个 半 平 面包 含 这 无 穷 远 点 ， 

我 们 须要 作出 一 个 几何 的 模型 ， 在 这 个 模型 上 一 切 扩充 平面 
上 的 点 都 可 以 有 一 具体 的 表示 ， 为 此 ,考察 单位 球面 5, 它 在 三 维 
空间 中 的 方程 为 避 十 如 十 如 一 1， 对 于 号 上 的 每 一 个 点 ， 除 了 (0， 
0, 1) 以 外 , 我们 可 用 一 个 复数 


XW1 + ba : z 
| : 1 (24) 
与 之 对 应 ,这 个 对 应 是 一 对 一 的 . 事实 上 , 由 (24) 可 得 

[212 = V1 二 82 工 十 03 

| (一 23)” 于 一 3 


Y 一 


因此 
ma (25) 
同 理 可 得 
十 多 
村 二 Eh (26) 
儿 一 名 
和 ZL 十 | 2 
令 无 穷 远 点 对 应 于 (0， 
0, 1) 就 可 完成 球面 上 的 点 
与 复数 的 对 应 ,因此 ,可 把 球 
” 面 作为 扩充 平面 或 扩充 数 系 


的 代表 . 注意 ,zs<0 的 半球 
对 应 于 圆 盘 |2| <1, 而 za>0 
图 1-3 球 极 涵 面 射影 的 闭 球 对 应 于 圆 盘 的 外 部 
?>I。 在 函数 论 中 , 球面 8 称 为 Riemann 球面. 
如 果 复 数 平面 就 是 以 wz 轴 与 za 轴 分 别 为 实 办 和 虚 轴 的 (wy 
mm) 平面 , 则 变换 (24) 具 有 简单 的 几何 意义 ， 取 # 一 z 十 亡 , 可 证 
es 18 。 


LS 


TY 一 一 01Va103 一 革 ， (27 ) 
文 说明 忆 (2，9，0)、(zZi， za Ks) 及 (0, 0, 二 在 一 直线 上 . 因此 ,这 
个 对 应 实际 是 以 (0, 0 1) 为 中 心 的 中 心 投影 ,如 图 工 .3 所 示 , 我们 
称 之 为 球 极 平 面 射 影 ， 至 于 球 极 平面 射影 响 况 应 看 作 是 从 总 到 打 
充 复 平面 的 映照 ,还 是 反 过 来 , 这 从 上 下 文中 会 看 得 消 楚 . 
在 球面 表示 中 , 对 于 加 法 及 乘法 没有 简单 的 解释 , 其 方便 在 于 
无 穷 远 点 不 再 有 所 特殊 了 . z 
从 几何 上 显然 可 见 球 极 平面 射影 将 平面 上 的 每 一 直线 变换 
为 S 上 的 一 个 通过 极 (0, 0, 1) 的 圆 , 其 逆 亦 真 。 更 一 般 地 来 说 , 球 
面 上 的 任 一 圆 对 应 于 z 平面 上 的 一 个 圆 或 一 直线 .为 了 证 明 这 一 
成 ， 设 球 上 的 一 个 六 所 在 的 平面 为 2401 十 Ca03 ata 一 00， 此 处 ， 我 
们 可 以 假设 只 十 吗 十 虽 一 二 且 0<ao<1， 这 一 方程 以 2 及 2 表示 
时 不 有 下 列 形 去 
od (2 十 2) 一 oag(2 一 人 十 oa(| 222 一) 一 co 2 十 工 ) 
或 (ao 一 aa) (22 十 4 一 2ad0 一 2as 十 om 十 aa 一 0. 
当 oz 关 cs 时 ， 上 式 是 一 个 圆 的 方程 ， 而 当 ao 一 as 时 ， 它 代表 一 直 
线 . 反之, 任 一 圆 或 直线 的 方程 都 可 写成 上 面 的 形式 . 因此 证 明 
了 对 应 是 一 对 一 的 . 
不 难 算出 2 及 ?的 球 极 平面 射影 之 间 的 距离 dl(%, 2)。2z 及 
2 在 球面 上 的 对 应 点 以 (vz, wa， oo)、(o， 鸣 , 鸡 表示, 则 
和 (wi1— 201) 十 (Za 一 0o)2 十 (oa 一 038) 
一 2 一 2(0100 + wera 十 Was03)， 
由 (35) 及 (36) 式 ,经 过 简单 运算 后 得 
2 十 Wots | Wats 
CD + (sD DIY) -1) 
(I 十 |21*) (1+ 21) 
+12 (i 二 EA ) 一 人 | 全 一 2 | 
(于 十 jz) (1 十 1% 12) 
最 后 得 


DEE 


当 2 = ee 国 ， 上 起 变 为 


Q(2, 00) = ep 


习 题 


1. 试 证 明 * 及 s' 对 应 于 Riemann 球面 上 一 直径 的 两 端点 的 充 要 条 
件 是 22' 二 一 1. 

2. 一 个 立方 体 的 所 有 顶点 都 在 球面 8 上 ， 其 各 楼 平行 于 坐标 十 ， 试 求 
其 各 顶点 的 球 极 平面 射影 . 

3， 试 为 一 般 位 置 上 的 正四 面体 解 同样 问题 . 

4. 设 z 及 s' 的 球 极 平面 射影 为 2 及 2Z'， 并 设 入 为 北极 ， 求 证 三 角形 
NZZ' 及 Nes' 相似 , 并 由 此 导出 (28) 式 . 

5. 在 平面 上 有 一 个 圆 , 其 圆心 为 a4， 半径 为 RB, 试 求 这 一 图 的 球面 象 的 


90 8 
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第 2 章 复 函 数 
1 解析 函数 的 概念 导 引 


复 变 函数 论 的 目标 是 把 微 积分 推广 到 复 域 .， 微 分 和 积分 两 者 
者 获得 了 新 的 深度 和 意义 ; 但 是 ， 可 应 用 的 范围 却 变 得 非常 狭 宗 
了 .事实 上 ， 只 有 解析 函数 或 全 纯 函 数 可 以 自由 地 进行 微分 和 积 
分 。 它们 是 法 文 “Thkorie des fonctiong” 或 德 文 “Funktionen- 
theorie 意义 下 唯 有 的 真正 的 “函数 . 

然而 , 我们 将 接近 代 意义 来 使 用 “函数 这 一 词 . 因此 ,在 涉及 
复数 的 时 候 , 我 们 必须 考虑 四 种 不 同类 型 的 函数 : 一 个 实 变数 的 实 
函数 ; 一 个 复 变数 的 实 函 数 ; 一 个 实 变数 的 复 函 数 ; 一 个 复 变 数 的 
复 函 数 . 在 实用 上 ,我 们 总 用 字母 2 和 色 表 示 复 变数 ; 这 样 , 为 了 
表明 一 个 复 变 数 的 复 函 数 ,我 们 用 记 法 名 一 f(z) @ ， 记 法 y= 了 (2) 
将 在 两 可 情况 下 使 用 , > 和 2 既 可 以 理解 为 实 的 , 也 可 以 理解 为 复 
的 。 如 要 指明 一 个 变数 确定 地 限于 取 实 数 ,通常 就 用 t 表示 , 根据 
这 些 规定 , 我 们 并 不 取消 早先 在 记 法 =z 十 y 中 与 y 自动 地 意 
球 着 实数 的 约定 . 

定义 函数 的 规则 应 该 用 简洁 而 不 含混 的 词句 来 阐述 . 换言之 ， 


由 和 和 和 戎 


一 个 函数 不 必 对 自 变 数 的 所 有 值 都 有 定义 .暂时 我 们 故意 降 


@@ ”近代 学 生 都 认为 , 了 代表 还 数 ,je) 代 表 函 数 的 值 。 但 是 ,传统 上 分 析 学 家 习 

各 于 并 继续 说 “函数 /(o)”， 
轧 ”我 们 有 时 用 - 单 值 函 歼 ” 这 个 词 来 强调 : 对 变量 的 每 一 个 十， 函数 只 有 一 个 
es 21 。 


托 点 集 论 的 作用 。 因此 我 们 仅 作 非 正规 的 规定 ; 每 一 个 函数 都 定 
义 在 一 个 开 集 上 , 这 是 指 : 如 果 所 qd) 有 定义 , 则 jw) 对 死 分 接近 上 
汐 所 有 2 有 定义 。 点 集 拓扑 的 正式 处 理 将 推迟 到 下 一 章 


1.1 极限 与 连续 性 


我 们 采用 下 面 的 基本 定义 ， 
定义 1 我 们 称 函数 f(z) 当 4% 趋 于 4 时 具有 极限 4, 


二 


lim 7 (OZ) 一 4 CD 
所 沽 在 下 面 的 大 要 和 每 件 : 


和 


< 和 oa 恒 有 pe ae 

这 一 定义 中 所 用 的 只 能 是 绝对 值 ， 由 于 绝对 值 概 仿 对 复数 和 
实数 部 有 意义 ,因此 ,不 论 变 数 % 和 函数 (ww) 是 实 的 还 是 复 的 ,这 

一 害 义 虱 避 以 适用 . 

我 们 有 时 用 为 一 种 较 衡 单 的 记 法 . 当 zx->64 时 f(z) 一 4. z 

当 & 或 和 4 是 无 穷 大 时 , 相应 的 定义 有 几 个 熟知 的 变 式 ， 在 实 
数 的 情形 , 我们 可 以 区 别 极限 十 oo 与 一 ce, 但 在 复数 的 场合 , 只 
有 一 个 无 穷 大 级 限 。 希 望 读者 有 目 己 作出 一 个 概括 一 切 可 能 的 正确 

关于 和 、 积 及 商 的 汲 限 的 粱 知 结果 在 复数 的 情形 下 仍然 有 效 . 
事实 上 , 这 些 结 果 的 证 明 只 与 绝对 值 的 性 质 有 关 , 这 些 性 质 是 

40i 一 4 0), Jatbl<|)o)+ jb), 
条 件 ( 卫 显然 等 价 习 
im f (w) = = 了. (2) 


由 (了 及 (2) 可 得 
lim Ref (2) 一 Re 4， 
(3) 
lim Im (oO 一 上 na 4., 


反 过 来 , (也 就 是 (38) 的 结果 ， 
本 2 2 和 


别 数 fv) 称 为 在 点 4 连续 ， 必 须 而 且 只 须 Him f(z) = 六 ， 


勇 甫 另 作 解释 ， 一 个 连续 函数 就 是 在 所 有 各 点 上 疾 连 你 的 台数 ， 
两 个 连续 函数 的 和 f(z) 二 IO) 及 积 .Fo)g2) 人 仍然 是 连 线 的 ; 
为 页 商 f(z)/g(w) 在 点 @ 有 定义 且 连 续 ,必须 而 且 只 须 9(e@ > 关 册 . 
闻 于 2) 连续 , 则 Ref(%), Im f(s) 及 1 了 3) 均 连 莹 、 
一 个 茸 数 的 导数 定义 为 一 特殊 的 极限 ， 对 它 的 研究 可 以 置 变 
数 为 立时 还 是 复 的 于 不 间 。 形 式 的 定义 是 
， . fo ,. 
f(a) -lim A (A) 
对 于 和 和 、 积 及 商 的 一 般 求 导 法 则 全 部 痛 效 。 复合 函数 的 导数 用 链 
在 实 刚 日 变数 与 复 的 和 目 变 数 之 间 还 是 有 着 一 个 基本 的 区 别 
网。 为 了 说 明 这 一 点 ， 令 了 (2) 为 复 变 数 2 的 一 个 实 什 孙 数 ,并 设 
尼 在 点 2 二 4 可 导 . 则 一 方面 , 太 4a 是 实 的 ,因为 它 是 商 


站 (十 六 一 G) 
h z 


当天 经 实数 条 趋向 于 零 时 的 极限 。 但 在 另 一 方面 , 它 也 是 商 
fla+ih) f(a) 


2 有 h 


的 极 照 ， 因此 是 一 纯 虚 数 . 所 以 天 () 必 须 为 零 ， 由 此 可 知 ， 一 个 
发 变数 前 实 值 函数 或 者 其 导数 为 零 , 或 者 其 导数 不 存在 . 
一 个 实 变数 的 复 什 函数 可 以 转化 为 实 的 情形 。 如 令 
z(t) = w(t) +iy(t), 
则 
“(t= (t) +iy (i), z 
2 (2 存在 权 尖 于 ww (及 y(t) 同时 存在 .复数 式 的 记 法 还 是 3 
着 某 些 形式 上 的 方便 , 放弃 这 种 记 法 是 不 智 的 . 
相反 ， 一 个 复 变 数 的 复 值 函数 的 导数 的 存在 对 函数 的 结构 性 
质 具 有 重 太 的 意义 ， 这 些 结果 的 研究 就 是 复 变 函数 论 的 中 心 内 
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1.2 解析 函数 


在 函数 有 定义 的 每 一 点 上 具有 导数 的 一 个 复 变数 的 复 值 函 数 
组 成 解析 函数 类 ,用 全 纯 函 数 这 一 词 具 有 完全 相同 的 意义 .就 这 一 
开始 研究 的 目的 来 说 , 读者 可 以 首先 设想 定义 在 全 平面 上 的 函数 . 
两 个 解析 函数 的 和 或 积 仍 是 解析 的 . 同样 ,两 个 解析 函数 的 
商 A(2)/9(?), 上 只要 yg(2) 不 等 于 零 ,也 是 解析 的 ， 在 一 般 的 情形 下 ， 
必须 除去 使 9(2) =0 的 点 , 严格 地 说 , 这 种 完全 是 典型 的 情形 将 不 
列 在 我 们 讨论 范围 之 内 ,但 我 们 所 得 的 结果 , 除了 应 作 一 些 明显 的 
修正 之 外 , 显然 普遍 有 效 ， 
导数 的 定义 可 以 重 写成 如 下 的 形式 ， 
jyA 2 十 hh})— f(z) . 
(2) ~lim 4 十 大 ) 


于 是 得 知 2) 必须 是 连续 的 ， 事 实 上 , 从 
fet f= [f+ F/R 
可 得 lim [fC2-+h) —f(2)] =0°f(2) =0, 


此 外 ,如 置 了 (2) 一 w(?) 十 说 (2), 则 知 %() 及 5(2) 也 都 是 连续 的 . 
莽 商 的 极限 不 论 及 以 怎样 方式 趋 近 于 零 都 应 相同 ， 如 果 我 们 
为 尺 选 取 实 数值 , 则 患部 9y 应 保持 为 常数 , 这 时 的 导数 变 为 对 2 的 
篇 导数 .因此 | 
-各 -于 + 
同样 ,如 我 们 为 选 定 纯 虚数 值 访 ， 风 
f (2%) nm py ey O° 
由 此 可 知 了 (2) 应 满足 偏 微 分 方程 


Si 5 
Ox “By (5 


Ou OO Bu 
二 


车 


这 是 Cauchy-Riemann 微分 方程 ,应 为 任 一 解析 函数 的 实 部 
ee 
不 当 指 出 ， 6) 式 中 四 个 偏 导数 的 存在 是 由 玉 (%) 的 存在 所 决 
定 的 - 祥 用 (6) 式 , 我 们 可 以 为 产 (2) 写 出 四 个 形式 上 不 同 的 表示 
式 , 芒 最 向 单 鸭 是 


f°(%) = ti 


Or 
例如 ,对 于 量 | 玉 (2)|”, 有 


O01-( 名 ) +( 吕 ) -( 总 )+( 器 ) 


最 后 一 式 表明 | 疡 (2|* 是 w 及 "关于 2 及 9 的 Jacobi 行列 式 . 
dd -解析 函数 的 导数 本 身 也 是 解析 的 . 根据 
事实 可 知 % 及 将 具有 各 阶 连续 偏 导数 ， 特别 是 其 混合 导数 
和 据 此 ,出 (6) 可 得 
Ou ow 


dt 5 一 一 一 (0， 
Ov Do 
人 


满足 Laplace 方程 du=0 的 函数 ww 称 为 调和 函数 . 因此 , 一 
个 解析 本 数 的 实 部 和 由 部 古 调和 的 如 果 两 个 调和 本 数 及 。 沉 
数 ， 实 际 上 ,2 能 确定 到 不 计 -- 个 附加 常数 ， 因此 用 定 冠 词 虽 然 
出 于 惯 僵 ， 部 不 是 非常 确切 的 、 在 同样 的 意义 下 ， ww 是 --v 的 共 思 C 
调和 次数 . 

在 这 里 我 们 不 准备 讨论 可 加 于 调和 函数 的 最 弱 的 正规 条 件 . 
不 过 ， 我 们 要 证 明 由 一 对 共 罗 调 和 函数 所 确定 的 函数 十 名 永远 
是 解析 的 , 为 此 , 我们 作出 明确 的 假设 , 设 % 及 " 具有 连续 的 一 阶 
偏 导数 ， 在 微 积 分 学 中 曾经 证 明 ， 正 是 在 这 些 正规 条 件 之 下 ， 可 
 @@ A. Cauchy (1789~1857) 及 B. Riemann (1826~1866) 被 公认 为 是 复 变 函数 
论 的 首创 者 ，Riemann 的 工作 着 重 于 几何 方面 ; 而 Cauchy 则 着 重 于 纯 分 析 方 面 . 
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22 十 包 y +h) — uy, = 到 7 和 bt 
vw+h, yt hk})— vy, Y) = 2 记 十 2 
式 中 st，ss 趋 于 零 较 快 于 十 访 ， 四 7 让 >0 时 ， 

81/ (h+ih)—>0, eof (ht ik)—>0. 
取 记 法 f(2) 一 MO YF, Y)s 
由 关系 式 (6) 得 / 


了 (Cz 十 及 十 谣 ) 一 了 (2 二 (如 rtett 


mn 二 + 一 (2) _ Ow ,Ov 
因此 h Cu ti OX * 


i We 十 2 


因此 f(z) 是 解析 的 . 
-如果 ww, y) 和 %w(wz, 吃 具 有 满足 Cauchy-Riemann 方程 约 连 
续 一 阶 偏 叶 数 则 f(z) 一 w%(2 十 iv(z) 是 解析 的 ， 具 有 连续 导数 


三 


ht Eg, 


一 个 调和 函数 的 半 久 函数 可 以 用 积分 来 求 得 在 一 些 简单 的 
场合 ,计算 可 做 得 很 明显 ， 例 如 ,w= 近 一 多 是 调和 的 ,而 且 


Dr » Oy 2y. 
与 之 共生 的 函数 因此 必须 满足 
Do Do _ 
五 -人 去 -2 


从 第 一 式 得 v=2my 十 p(y)， 其 中 2p( 轨 是 9 独自 的 函数 .代入 第 
二 式 得 pg/'(y) 一 0, 因此 p(y) 为 一 个 常数 , 故 得 人 ?一 广 的 最 一 般 的 
共 扳 函数 是 2zy 十 c， 其 中 。 是 一 常数 .注意 到 2 一 仿 十 2imy 一 2 
故 知 具有 实 部 2 一 广 的 解析 函数 为 人 2 十 i. / 

这 里 有 一 个 有 趣 的 形式 方法 ， 它 可 以 使 解析 函数 的 本 质 格外 
突出 . 我 们 提出 这 一 方法 的 同时 要 明白 地 告诉 读者 ， 这 一 方法 纯 
粹 是 形式 的 ， 不 具有 任何 证 明 力 ， 

考察 两 个 实 变数 的 复 值 函 数 (wx, y)。 引 进 复 变 数 %=z%+iy 
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及 天 起 扳 数 了 >- 刘 , 则 
1 一 工 . 一 
?一 地 (2 二 2)， 4 一 一 豆 (AC 


采用 这 样 的 变数 变换 就 可 把 f(x, 力 考 虑 为 > 及 2 的 函数 ,而 把 ?2 
及 “< 作为 自 变数 (它们 实际 是 互相 共 轿 的 ,但 我 们 畦 不 注意 及 此 ). 


刀 人 艇 分 法 则 可 用 , 则 可 得 


区 -和 i ) 人 2)- 


Dz 2\0c Oy 
这 些 走 示 式 在 作为 极限 定义 时 并 没有 什么 方便 的 地 方 ， 但 我 们 仍 
然 可 以 把 它们 作为 对 于 > 及 z 的 形式 导数 .与 (5) 式 比较 就 可 知 
解析 函数 是 以 条 件 9f/8z=0 为 其 特征 . 因此 ,我 们 不 妨 说 ; 一 个 解 
析 还 数 与 2 无关 ,而 是 2 独自 的 函数 

这 就 是 我 们 把 解析 函数 看 作 确实 是 一 个 复 变 数 的 函数 而 不 称 
之 为 两 个 实 变数 的 复 值 函数 的 理由 ， 

根据 同样 的 形式 论断 ,我 们 可 以 导出 一 个 极其 简单 的 方法 , 科 
用 这 一 方法 ， 可 以 不 必 应 用 积分 ， 就 能 算出 实 部 为 已 知 调和 函数 
v(z, 的 解析 函数 f(z。 首先 我 们 注意 到 共 绒 函数 (2) 对 2 的 
导数 为 零 ， 因 而 可 以 把 它 看 作 是 > 的 函数 ; 我 们 以 (2) 表示 这 一 
于 元 。 用 这 一 记 法 本立 出 如 下 的 恒等式 


WA2 Y) -也 [Get +f(w—iy)]. 
我 们 右 理 由 相信 这 是 一 个 形式 恒等式 , 因此 当 wz, y 即使 是 复数 时 
也 成 也 。 如 以 z 一 可 ,9 一 -7 代入 ,得 


wa/2, 3/%) = LF) +7(0)]. 


由 于 所 和 坷 确定 的 了 (3) 可 相差 一 个 纯 虚 数 第 数 ， 浅 以 我 们 尽 可 以 设 
fA.0) 为 实数 ,因而 (0) 一 w(0, 0)， 这 样 ， 函数 f(z) 可 用 如 下 的 公 
式 计 六， 

f=2u(22, 2/27) —w(0, 0). 
一 个 统 蜡 数 和 常数 可 任意 加 入 . 
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在 这 一 形式 中 ， 所 用 的 方法 显然 只 有 限于 wir 信人 征 思乡 的 和 有 
理 油 数 的 情形 , 因为 这 函数 对 自 变 数 的 发 数值 必须 其 有 意义 。 二 
无 疑 吕 ， 这 一 方法 可 以 推广 到 一 般 的 情形 而 且 可 以 作 出 完全 的 证 


A 
本 日 


本 题 


1 (10) 太 & Cs) 者 是 解析 通 数 ， 试 证 明 / OCS)) 也 是 解析 函数 ， 
二 ， 试 对 薄 数 22 及 娩 证 明 Cauchy-Riemann 方程 . 
， 试 求 形 如 a 二 5x3y 十 cx 十 dy 的 最 一 般 的 调和 多 项 式 。 用 积分 法 

二 共 示 调和 国 数 及 对 应 的 解 折 函数 . 
. 试 证 明 一 个 非常 数 的 解析 郑 数 不 能 具有 前 数 的 绝对 人 利 。 
， 试 严格 地 证 明 防 数 了 (8) 及 了 (8) 是 同时 解析 的 。 
. 试 证 归 国 数 ke) 及 wu(?) 是 同时 凋 和 和 的 
，] 式 证 明 一 个 滑 和 地 数 必 洗 峡 形式 分 方 注 


小 


| 


1.3 多 项 式 


每 一 个 前 数 是 导数 等 于 零 的 解析 男 数 ， 取 师 单 的 非常 芝 数 的 解 
析 汕 数 是 z, 其 导数 为 i。 由 于 两 个 解析 消 数 的 和 及 积 仍 是 解析 
的 , 因此 任 一 多 项 式 

DP(z)=ao+ G+ 二 02 (7) 
必 旦 一 个 解 术 函数， 它 的 导数 是 
PP'( 人 二 Ci 十 2022 十 .二 Tc ca 
(7 式 的 记 法 应 要 求 cs 和 0, 因此 这 一 多 项 式 称 为 % 次 多 项 式 .， 党 
数 0 也 可 作为 一 个 多 项 式 鲁 ,但 在 很 多 方面 都 是 除外 的 , 在 我 们 汐 
讨论 中 将 不 包括 这 一 情形 ， 
当 %>0 时 ,方程 了 2) 一 0 至 少 有 一 个 根 .。 这 上 是 所 谓 代数 学 


合生 形式 上 ,如 把 常数 0 作为 一 个 多 项 式 , 则 其 次 数 为 一 cos 
。28 。 


引 基 树 定 理 , 我 们 将 在 以 后 证 明 ， 如 Pet) 一 0， 在 初等 代数 全 由 
六 证 下 卫 二 (an Pi 此 处 Pi 四 是 nn 一 二 次 多 项 式 ， 重 中 
/ P(2) =an(2— oa) 2— Ga) (2— on)) {8) 
于 全， ce 0% 不 必要 全 课 相 异 . 从 上 面 的 因子 分 解 中 本 1 
光合 异 于 oa ao ao py， 0m 时 了 2) 不 会 等 于 零 ， 此 外 ， 除了 因子 
的 次 序 之 外 ,因子 分 解 是 唯一 确定 的 . 

如 时 确定 有 个 重合 ， 它们 的 公共 值 称 为 也 (z) 的 及 阶 二 
点。 由 此 可 知 一 个 多 项 式 的 零点 的 阶 数 的 总 和 等 于 多 项 式 的 痊 
扫 , 更 简单 地 说 ,如 果 每 一 个 零点 有 儿 阶 就 算 几 次 , 那 末 , 一 个 反光 
多 项 式 就 实 实在 在 有 "个 零点 . | 

一 个 考点 w& 的 阶 数 也 可 以 从 Po) 的 逐次 导数 在 2=a 时 的 但 
来 确定 .。 设 a 是 一 个 及 阶 零 点 ， 则 了 (2)= (2 一 a)*Pi(2)， 共 中 
P，(a) 关 0。 逐次 求 导数 得 

Pl 一 Pa 一 …= Pi(0) =0, 

Pie) = 0 换言之 ,一 个 零点 的 阶 数 恰 等 于 各 阶 导 数 中 第 一 个 不 
等 于 零 的 导数 的 阶 数 . 工 阶 零 点 称 为 单 零点 ， 并 以 条 件 PCa) =5, 
已 (co 关 0 为 其 特征 . / 

作为 一 个 应 用 ,我 们 来 证 明 下 面 的 Lucas 定理 . 

定理 1 如 果 多 项 式 已 (人 的 所 有 零点 都 位 于 一 个 半 平 面 上 ， 
划 导 数 已 (的 所 有 零点 也 位 于 同一 半 平 面 上 。 

以 (8) 得 


Pg 2 一 Ci 和 2 一 0 ” (9) 
假定 半 平 面 六 定义 为 平面 上 使 Imte 一 /0<0 的 那 一 部 分 ( 见 第 
1 但 第 2.3 节 )， 如 果 aw 让 及 上 而 ?不 在 , 风 


Op— ( 、 
: >0 


“Tm 一 -一 一 Jnm 


b 0 0 
但 是 个 煞 的 虚 部 具有 相反 的 符号 ， 因 此 , 在 同一 候 设 条 件 下 ， 
Im 6(z—on) <0, 
如 果 这 寻 于 所 有 的 为 真 , 则 从 (9) 得 


Lm 


pPlzx) 吧 b 
Ln Pr) 仓 ,Tm 了 人 <0, 


因此 P'(z) 关 0. 
这 个 定理 的 简明 形式 告诉 我 们 . 包含 PP(%) 诸 零 扩 的 最 小 是 多 
边 形 也 包含 PP(%) 的 所 有 零 感 ， 


1.4 有 理 函 数 
现在 考虑 作为 两 个 多 项 式 之 商 的 有 理 浪 数 
z ~ Lt%) 10 
Rg) Q (z) . ( ) 


最 主要 的 我 们 设 PC%) 及 Q(z) 没有 公 因 子 ， 因 而 没有 公共 零 战 ， 
2) 在 Q@\z) 的 零点 上 将 取信 oo。 因此， 我 们 应 把 它 看 作 是 扩 殉 
于 下 二 的 一 个 函数 ,而 且 它 是 连续 函数 . Q@4z) 的 零点 称 为 BR(z) 的 
极点 ,根据 这 一 定义 可 知 一 个 极点 的 阶 数 就 等 于 Q(z) 的 对 应 零点 
发 阶 数 . 

js PQ ~ (2 Pz) 

Rs) 0 (11) 
仅 当 @(2) 关 0 时 在 在 ,不 过 , BR'(z) 作 为 一 个 由 (11) 式 右边 所 定义 
的 有 理 函 数 来 看 ,， 它 应 与 R(%) 具 有 同样 的 极 , 但 每 一 个 极 的 阶 数 
则 增加 4， 如 @(s) 具 有 重 零 点 ， 则 应 注意 表达 式 (11) 并 不 以 既 约 
时 形式 出 现 . 

如 果 令 变数 2 及 函数 RCz) 都 以 整个 扩充 平面 为 取 值 范围 , 则 
同人 征 较 大 的 一致. 我 们 可 以 把 RCo0) 定 义 为 RL(2) 当 2->oo 时 的 极 
虑 ,但 这 一 定义 不 能 确定 ee 处 的 零点 或 极点 的 阶 数 . 因此 , 可 取 
函数 刀 二 ) 来 研究 , 这 一 函数 可 作为 新 的 有 理 画 数 (2), 而 令 

Ro0) = hi(0). 
刘 Ri\0) 一 0 或 22， 则 ce 处 的 零点 或 极点 的 阶 数 就 定义 为 B13) 
在 原点 处 的 零点 或 航 点 的 阶 数 . 


到 BR.:)= Go QT 
: bb Do 十 D1z+ “一 六 3 $ 
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CC 
站 Rig = 外 Co -和 A 
出 六 oo bis A + J-， on 
让 处 2 焉 属 于 分 了 ,或 属 二 分 骨 ， 因 演 , 如 取 全 入 刚玉: 全 年 S 
人 处 其 有 一 个 一 mn 阶 受 ， 于, 则 oc 处 的 太古 一 02 一 J 


吉 ; 72 一 训 , 册 
Roc)=6 0 #0, 0, 

现在 我 们 可 以 计算 一 下 扩充 平 画 上 零点 及 翁 扣 鸭 号 玖 这 一 
计算 指出 :零点 的 数目 ， 电大 外 站 二 在 内 ,等 于 mm， 网 数 让 
较 大 的 一 数 ， 极点 节 数 日 也 如 此 。 零点 和 极点 的 这 一 公共 数 称 为 
有 理 消 数 的 阶 数 . / 

如 ec 为 任 - 一 常数 ， 医 数 RGz) 一 4 与 ix) 具有 同 评 多 列 角 上 凡 ， 
因此 具有 相同 的 阶 ， 且 一 a 的 零点 是 方程 Rx) = 的 根 , 如 有 果 
它 的 根 按 零点 有 几 阶 算 几 次 , 那么 可 得 如 下 结果 

一 个 Pp 阶 的 有 理 阴 数 RC(z) 具 有 Pp 个 零点 和 Pp 个 极点 ,每 一 个 
方程 R%) 一 4 恰 让 DP 个 根 . 

一 个 一 阶 的 有 理 盟 数 是 线性 分 式 


心 (2) 一 2+ B ， 
?十 个 


其 中 a8 一 By 关 0， 这 样 的 分 式 或 线性 变换 将 在 第 3 章 第 3 节 详细 
俩 乞 ”暂时 我 们 仪 指出 方程 w= Stz) 恰 有 一 个 根 ,事实 上 ,有 
Zz 二 1 一 02 一 户 / 


一 ?十 
变换 S 和 S™ 互 为 逆 变 换 ， 

线性 变换 十 称 为 一 个 平移 . 1/z 称 为 一 个 反 演 ， 前 者 有 一 
个 不 动 点 在 oo, 后 者 将 0 和 oo 互 换 . 

每 一 个 有 理 函 数 具有 一 个 部 分 分 式 表 示 . 为 了 导出 这 一 表示 
式 , 我 们 先 设 BR(%) 在 ce 具有 一 个 极点 ， 以 Qi) 除了 PP(%), 求 其 商 ， 
至 余数 的 次 数 不 大 于 分 母 的 次 数 为 止 。 则 第 采 可 号 为 

Rg) =G(2)+ H(z), (12) 
式 中 G(z) 是 一 个 没有 常数 项 的 多 项 式 ， 妃 (2) 在 co 处 是 有 限 的 . 
G'z) 的 次 数 是 ce 处 极点 的 阶 数 ， 多 项 式 G (2) 称 为 R(z) 在 se 处 


ee 


a 
ERG) 芍 有 有 限 询 用 点 为 Bt:，Bs,…，Ba, 这 些 极点 互 不 相同 . 


国 数 刀 a (p41) 是 的 有 理 函 数 , 具有 一 个 极点 在 5 一 cc， 应 用 
> 
(2) 的 分 解 式 , 可 写 为 
TT\_a, ( 
BR (B+F)=0(0) + HL), 


或 者 ， 作 变 数 概 换 局 ) 十 


”1 1 

1 {| - 
此 处 局， \ 2 一心 ) 旬 一 局; 

B; 处 的 奇 部 ， 函 数 HH 一 一 6- 
现在 我 们 考察 表示 式 


R(s) -0(%) -TE0 ( os). 


这 赴 一 个 有 理 画 数 , 它 不 能 有 异 于 Bi, Bs, …, Ba 及 co 的 极点 .在 
:Bj 处 , 变 为 无 穷 大 的 二 项 之 差 为 卫 :( 二 6), 它 具有 有 限 的 极 


限 , 在 := 一 co 时 也 如 此 ， 因 此 ，(13) 式 既 没 有 任何 有 限 的 极点 ， 也 
没 本 在 se 的 极 贞 ， 一 个 不 具有 极点 的 有 理 芳 数 应 转化 为 -一 销 数 ， 
如 将 这 一 常数 并 入 Ge ， 岂 


全 
R's:)-Q() + TG, (一 一) (14) 
7=1] 2— 


这 一 表示 式 是 微 积分 学 中 熟知 的 公式 ， 它 在 积分 理论 中 被 作 
为 一 个 专门 的 手段 ， 但是, 这 一 公式 只 有 在 引入 复数 以 后 才 趋 二 


完整 。 


的 多 项 式 ,不 具有 常数 项 , 称 为 RCz) 在 


一 


(13) 


习题 
了 于， 滤 用 荆 过 方法 尝 下 芭 分 解 为 部 分 分 式 


2 1 
PI’ rT 
中 条 多 是 一 个 多 项 式 , 有 共有 不 同 的 议 Q1,，…，Qn， 而 了 是 次 数 二 2 的 
多 项 武江 更 
> Plax.) 
OGY 名 外 Cnr — Ce) 
3. 使 用 上 一 习题 多 公式 证 明 : 存在 唯一 的 一 个 次 数 <» 的 多 项 式 PP, 它 
在 点 %x 到 给 定 值 cr(Lagrange 揪 值 多 项 式 \. 
4. 让 单位 阅 局 13| =1 上 有 绝对 值 1 有 的 有 理 函 数 的 一 般 形 式 怎 祥 ? 特 别 ， 
雪 - 和 所 相互 间 有 何 天 系 ? 
， 妆 有 果 一 个 有 理 函 数 在 1z| = 实 的 , 其 零点 和 极点 的 分 布 管 桩 9 
6、， 亲 直 (8) 是 7 po PR (4) 的 阶 有 多 六 和 和 多 小 ? 


2 项 级 数 的 基础 理论 


多 项 式 和 有 理 函 数 是 极为 特殊 的 解析 函数 .要 得 到 较 大 鸭 类 ， 
最 简易 的 方法 是 作 极限 ， 例 如 ,收敛 级 数 的 和 就 是 这 梓 一 个 极限 . 
如 果 级 数 的 项 都 是 一 个 变数 的 函数 , 则 和 也 是 这 变数 的 函数 , 而 如 
果 项 都 是 解析 函数 ,那么 和 也 将 是 解析 的 ， 

在 项 为 解析 函数 的 所 有 级 数 中 , 以 复 系 数 震 级 数 为 最 简单 .本 
eh 在 我 们 还 没有 能 证 明 最 一 般 的 

质 〈 依 赖 于 积分 的 那些 性 质 ) 之 前 就 作 这 汶 的 介绍 ， 其 动机 是 出 
于 我 们 和 天 用 溢 级 数 去 构造 指数 函数 (第 3 地). 


2.1 序列 


序列 {on}? 称 为 具有 极限 4， 如 果 对 于 任 一 s>0， 存 在 一 个 
no, 只 要 wwo, 便 有 |aw 一 4| a8。 一 个 具有 有 穷 极限 的 序列 称 为 
族 化 的: 反之 , 任 一 个 不 收 化 的 序列 称 为 发 散 的 . 如 果 lim os 一 
则 说 这 一 序列 发 散 到 无 穷 . 

只 有 在 极为 特殊 的 情况 下 ， 才 能 用 求 出 极限 的 办 法 来 证 明 序 
列 的 收敛 性 ， 因此 , 极端 重要 的 是 要 找 出 一 种 方法 ,用 它 可 以 在 极 
限 即 使 不 能 明显 地 确定 的 情况 下 也 能 证 明 其 存在 .一 个 符合 于 


® D0 。 


具 Cauchy 序列 ,如 果 它 满足 下 列 条 件 : 给 定 任 .一 e>0， 在 在 一 个 
no 各 宇 jo, 往 有 有 ;4 一 Qnl 过 8，Cauchy 条 你 为 ， 


} 


一 个 序列 牙 敏 揭 充 分 必要 每 件 是 这 一 序列 为 一 个 Cathy 局 


这 一 只 庆生 检验 法 作 为 Cauehy 答 验 法 ， 一 个 序 凤 科 为 于 本 汪 列 
证 


关 条 件 鸭 必要 忻 是 明显 的， 如 系 Go 全 网 可 以 找到 一 个 Pa， 
i 9 人 4 872 成立 ; 对 于 mR 之 0, 骤 信 生 角 
Y | — Gp, < 一 和 二 |G, 一 和 | 二 8 上 成立 . 

条 人 的 充分 性 雪 然 与 实用 的 定 义 密 切 术 关 ， 面 引进 实效 多 一 
个 方 法 就 是 假设 Cauchy 条 件 是 充分 的 。 但 是 在 这 里 ,我 们 只 用 
下 列 性 质 ， 实 数 的 每 一 个 在 界 单调 序列 必 有 一 个 极限 . 

一 个 Canchy 序列 的 实 部 和 妃 部 仍 是 Qauchy 序列 , 如 条 它们 
收获 , 则 原 序 列 也 收 僵 、 握 此 , 我 们 只 湛 对 实 序列 证 明 其 花 分 和 性， 
我 们 回忆 一 下 上 极限 和 下 极限 的 概念 ， 给 定 一 个 实 序 列 i0w}7, 置 

一 IaXtcl，…， ow) ,就 是 说 ， mr 是 数 ci …，oo 中 的 最 大 者 . 施 
列 tas} 了 是 非 降 的 ; 因此 它 具 有 一 个 极限 4:， 它 可 以 是 有 穷 的 , 也 
可 等 于 十 ce. 数 4 称 为 诸 数 mm 的 最 小 上 界 或 上 确 界 (1. 4. b. 或 
sup) 事实 上 , 它 是 之 所 有 ow 的 最 小 数 . 在 原 序 列 中 删 去 m1,…， 
oem- 得 到 序列 {ontx, 依 前 法 作 {aon}? 的 最 小 上 界 4s。 很 明显 , 序 
列 +44:} 是 一 个 非 增 序列 , 记 其 极限 为 4， 它 可 以 是 有 穷 的 , 也 可 
以 是 十 ce 或 一 se、 在 任 一 情况 下 , 记 


4 一 lim sup an， 


让 中 局 


容易 用 上 极限 的 性 质 来 刻 划 上 极限 。 如 果 4 是 有 穷 的 且 
>0, 则 存在 -个 no, 使 得 44, 二 4 十 8, 由 此 推 知 , 当 n 宇 no 时, 有 
4 他 4 二 4 十 8， 在 相反 方 问 , 如 果 当 wz 时 ， 有 om< 和 4 -ss， 则 
4 在 A4 一 g, 但 这 是 不 可 能 的 . 换言之 ,存在 一 个 任意 大 的 m%, 使 得 
om >4 一 5 如 条 4= 十 ce, 则 存在 任意 大 的 own 而 4= 一 之 当量 
仅 当 mh 一 一 ce， 总之， 在 所 有 的 铺 况 下 ， 都 不 能 - 叶 客 于 一 个 数 4 
具有 这 些 性 质 ， 

。 | 。 


下 要 限 可 穴 借 业 定 义 ; 扩 要 把 个 二 地区 过 瑟 非 党 良 枇 , 王 极 

香 上 极限 冯 且 仅 当 序列 收 和 化 到 一 个 有 穷 的 极限 或 发 涛 | co 
jad cc 轩 相 等 。， 上 、 下 级 限 常 简 记 为 lim 和 lm。 读 首 可 证 湖 下 
刑天 系 ，; 


Jim on] DC < ime 十 Br) < lim oo 十- lim B,, 


lim lim ao, + lim Blim (ed 6B,) Zlim w + Lim 他 四 
其 在 回 来 证 明 Uauephy 条 人 往 光 天 分 性 . 对 二 名 入 Ro, 从 


Qn — On | < 3 


这 到 la,| 天 ao 十 8， 

出 此 推 基 4 一 jim on 和 6&6=limo 都 是 有 穷 的 .车 gx 汪 , 了 到 
《4 一 6) 
6 3 ; 


确定 相应 胸 ro， 由 & 和 4 的 定义 , 对 于 mn 宇 mo， 存在 一 个 到 
Y 十 8 和 一 个 wm 之 妇 4 一 8, 出 是 得 到 

有 一 4 一 (4 一 ai 十 (an 一 an ) 十 (ou 一 0 到 838， 
这 与 8 的 选取 相 矛 盾 ! 因此 ,，4= 4。 从 而 证 明了 邦 列 是 收敛 的 . 


.2 级 数 


Cauchy 条 竹 的 一 个 极 简单 的 应 用 是 它 可 以 使 我 们 从 一 个 序 
列 的 收敛 性 推出 男 一 序列 的 收敛 性 。 如 果 两 个 序列 {qn} 和 10 
对 于 所 有 的 各 对 下 标 mw, 入 有 15s 一 64| 入 ja 一 cn， 则 序列 464: 
可 称 为 是 序列 {98,}〈 这 不 是 一 个 标准 项 ) 的 短 缩 ， 在 这 种 和 悄 形 下 ， 
如 果 {e 是 一 个 Cauchy 序列 , 则 {6w} 也是， 因此, 由 {gw} 的 收 
倒 性 可 推出 {oy 的 收敛 性 ， 

一 个 无 穷 级 数 就 是 一 个 形式 无 穷 和 

Gi 十 G2 十 … 十 Gg 十。 (15) 
同 这 一 级 数 机 连带 的 是 它 的 部 分 和 
S54 = 十 G2 二 十 Gn 

的 序列 。 级 数 (15) 称 为 是 收敛 的 , 当 且 仅 当 其 对 应 前 部 分 和 序列 
收敛 , 此 时 ,序列 的 极限 就 称 为 级 数 的 和 。 


将 Oauchy 收敛 检验 法 应 用 于 此 级 数 ， 即 得 下 述 条 件 : 级 数 
《15) 收 敛 的 充 要 条件 是 ; 对 于 任 一 s>0, 存在 一 个 no, 使 得 对 于 所 
有 的 mm 及 Pp 之 0, 有 ||@w 十 Gnti 十 … 十 n+p| 二 8。 如 p==0, 则 得 
到 特例 |en| <e。 因此 一 个 收敛 级 数 的 一 般 项 趋 于 零 . 这 个 条 件 
是 必要 的 ,但 不 是 序 分 的 . 

如 果 在 级 数 (15) 中 有 有 限 多 个 项 被 删 去 ， 则 新 级 数 将 与 (15) 
辣 时 收敛 或 发 散 ， 在 收 化 情况 下 , 设 从 项 mi 开始 的 级 数 之 和 为 
及, 则 整个 级 数 的 和 为 一 ss, 十 BB 

级 数 (15) 可 与 其 各 项 的 绝对 信 组 成 的 级 数 

i 二 18a| 十 十 1anl 十 … (16) 
彬 比较 . 《后 ) 的 部 分 和 序列 是 对 应 于 16) 的 序列 的 短 顷 , 因为 
| 十 Go 十 十 Gate S| Gr) 十 | Qntil 十 十 Gnrp|， 
因此 ，(16) 的 收 合意 味 着 原 级 数 (15) 收 敛 ， 一 个 级 数 的 各 项 的 绝 
对 值 所 组 成 的 级 数 如 果 收 敛 , 则 称 原 级 数 为 绝对 收敛 ， 


2.3 一致 收 敛 性 ， 


考察 函数 f(z%) 的 一 个 序列 ， 先 设 所 有 函数 都 定义 于 同一 集 
.加 果 对 于 每 一 个 EB 值 序列 {frt2)} 收 敛 ， 则 极限 A(Z) 仍 是 
上 的 一 个 肖 数 ， 按 定义 ,如果 e>0, zEH, 则 存在 一 个 mo, 使 当 
nno 时 有 [fn《%) 一 f(z) | 过 gs, 但 允许 mo 依赖 十 w， 例 如 , 对 于 所 
人 的 zw， 有 
mt) 


成 立 , 但 要 在 ”ne 时 有 (+ 元 .zz =|z|/n 达 8s， 那 就 必须 
mw 一 1z1/8.， 这 样 一 个 mo 对 每 一 个 固定 的 w% 和 存在， 但 条 件 不 能 对 
询 有 网 zw 同时 成 江 ， 
在 这 种 情况 下 , 我 们 称 序列 点 态 收 全 ,但 非 一 致 收 仇 、 正 面 阐 
述 是 :序列 {fn(%)} 在 集 如 于 一 致 收敛 于 了 f(z) 是 指 对 任 给 的 
0, 存在 一 个 mw, 使 得 对 所 有 的 mn 宇 no 和 所 有 的 ZE 五 ,都 有 
fn(t)—f(7)|<s. 


。 0 。 


一 发 归 世 广 光 和 琶 重 要 推论 是 

一 个 一 家 收 性 漠 连 终 大 数 序列 ， 其 极限 函数 本 英 也 县 过 综 时 

没 函 数 记 Cr 在 集 总 上 连续， 且 一 致 收 伍 于 jj 矿 o、 对 于 任 
一 《一 0, 可 以 找到 一 个 mn, 使 得 对 于 所 有 的 ZE 如 ,有 

fn\t)—f2) | <e/3. 
议 Zo 定名 的 一 点 , 由 于 fw) 在 ws 连续 ,， 故 可 以 找到 5>0,， 使 得 
对 于 所 有 有 的 GE 五 只 要 |z 一 wo <<6, 便 有 | fa(%) 一 fn(%0)| 达 813, 
于 是 ,在 关于 2 了 前 同 一 条 件 下 ,有 有 
IO 一 六 oo 一 户 (O| 十 万 一 ao 
十 | jzo) —f ro) | 天 8， 

这 右 证 明了 fz; 在 wo 连 经 . 

在 解析 函数 的 理论 中 ， 我 们 将 发 现 一 致 收敛 性 要 比 点 态 妆 伍 
性 重要 得 多 .但 是 ,在 大 多 数 情 形 下 , 仅 在 函数 有 定义 的 部 分 集合 
二 收敛 才 是 一 致 的 ， 

对 于 一 致 收敛 性 , 有 类 似 于 Cauchy 判 据 的 充 要 条 件 , 即 : 

Ce 全 7 人 对 可 任 一 


和 


证 


. pe) ny | <8. 

条 件 的 必要 性 仍 是 很 明显 的 . 对 于 充分 性 , 注意 : 根据 Cauchy 
判 据 的 原来 形式 可 知 极限 函数 八 o) 是 仔 在 的 ， 在 不 等 式 . 户 (w) 一 
jx <8 中 ,可 使 及 国定 而 令 mw 趋 于 ce， 于 十 可 知 : 对 于 % 之 各 
和 所 有 的 wEB, 有 |f(2) 一 (2)| 志 8, 因此 收敛 是 一 致 的 . 

在 实际 应 用 中 ,下 面 的 检验 法 最 为 适用 : 如 果 函 数字 列 和 nv) 
是 常数 收敛 序列 {Qj} 的 一 个 短 缩 , 则 序列 {fw42)} 一 致 收 僵 。 这 里 
的 假设 条 件 意味 着 在 召 上 有 |fm cz) 一 fn《?) | 夺 lam 一 nl 成 立 , 因 
,很 据 Cauchy 条 任 立 即 推 得 所 要 的 结论 ， 

在 级 数 敬 异形， 这 一 判别 准则 用 稍 弱 的 形式 表示 时 变 得 特 放 
傅 单 .我们 贷 牙 数 项 级 数 
Dr 十 二 人) 十 

以 正 并 于 数 Gi 


“二 


sd Hf . 


全 沪 晤 级 数 , 是 指 : 对 于 其 一 常数 到 和 所 有 充分 大 的 因 有 
四 人 ) | 所 Ma 
人 党 并 称 第 一 级 数 为 党 一 级 数 的 轴 弘 数 在 这 些 场 合 , 有 


a ， !' AFT 

| :Lb 他 二 信 二 CL) 7 十 -fn 7 (2 ”SS 过 (Qn nr 十 Cr 1 量 
i ' 151 ST 人 可 攻 了 这 当 了 不 人 天 "SY cz 人 
他 bb， Lal 果 强 级 数 路 2 ， 则 弱 级 闫 7 和 和， 1 A 仁 情 VR 力 
VY ole “Sta 


SS 他 位 1 渤 ， 七 比 : mE 3 ， 还 用 于 绝对 收 | 时 级 涩 、 和 | 


i 


一 


| FE: i | 和 了 三 
-i 村 三 1 {ky 用 泄 玉 全 昌 


1. Ri 一 个 路 族 的 序列 是 育 径 HJ 
2 。 如 肤 ji:n gn 一 > | 


Th 


Lim Eve 十 2 国 一 币 . 


naseo 则 


3。， 1 十 明 . 对 家 训 红 数 的 和 在 级 娄 的 贡 硬 太后 后 并 不 改变 . 
许 细 讨论 序列 is 中 7 的 收敛 性 和 一 致 收敛 性 . 


5"， 试 就 的 实 值 讨 论 级 数 > pT ut 一 铭 收 全 性， 
6 如 末 品 = 克 二 十 … 下 一 友 十 和 十 … 都 是 收敛 级 数 ,证 明 


UV =W01+ (Uv + Ug01) + Cv9 + Wada 十 Ww391) 十 … 
只 要 两 级 数 中 至 少 有 一 个 是 绝对 收复 的 。 (如 果 两 级 数 都 绝对 收敛 ， 那 是 容 
多 让 明 的 ; 眉 定 第 二 个 级 数 不 是 绝对 收 襄 的 , 试 作出 简短 证 明 .) 


4.4 穴 级 数 


Go 十 G12 十 G2 十 十 Cn? 十 0s， (17) 
其 中 系数 cn 和 变量 z 都 是 复数 . 比 这 稍 更 一 般 些 , 可 考虑 级 数 


>2 Cn (2 一 20) , 


他 一 芋 
+ 二. 


是 关于 中 心 zo 的 窒 级 数 ， 但 差异 微不足道 ， 不 需 在 形式 这样 


四 


作为 一 个 近乎 平常 的 例子 , 考虑 几何 级 数 


23 。 


> 


二 十 十 汪 十 十 加 十 
它 的 部 分 和 可 写成 形式 
工 一 党 


1 十 z 十 … 十 81 一 二 二 


一 % 


因为 21<1 时 ?>0, 而 |z 1 之 1 时 | 之 1 故 可 得 出 结论 ; 几何 级 
数 对 zi! 过 1 收 全 到 (1 一 2); 对 |z| 宇 1 发 散 . 

儿 何 级 数 的 性 态 是 典型 的 ， 事 实 上 , 我 们 将 发 现 : 每 个 颖 级 数 
在 一 个 贺 的 内 部 收敛 ; 而 在 这 一 圆 的 外 部 发 散 , 除非 发 生 这 样 两 种 


精确 地 讲 . 要 证 明 下 面 的 Abel 定理 ， 

定理 2 对 于 每 个 宕 级 数 (17)， 存 在 一 个 数 R,0<R<oo, 称 
为 它 的 收敛 半径 , 具有 下 列 性 质 

G 对 于 每 一 个 使 |z| < 甩 的 2, 级 数 绝对 收敛 。 如 果 0<p< 
RR, 则 对 于 |:j <p, 级 数 的 收敛 是 一 致 的 ， 

(i) 如 果 |z| > 吾 , 级 数 的 项 无 界 , 因此 级 数 是 发 散 的 . 

(证 ) 在 |z| 过 如 内 , 级 数 的 和 是 一 个 解析 函数 。 它 的 导数 可 
以 通过 逐 项 微分 而 求 得 ， 所 得 到 的 级 数 与 原 级 数 有 相同 的 收敛 半 
径 、 

加 ,*| 一 忆 称 为 收敛 圆 ， 至 于 在 收敛 圆 的 圆周 上 , 收 和 化 性 是 不 
明 的 ， 我 们 来 证 明 : 定理 的 断言 成 立 , 如 果 RB 按 下 式 选 取 ， 


1/R=limsup~v io,|. (13) 


这 称 为 收敛 半径 的 Hadamard 公式 . 
如果 1s| 过 肪 , 则 可 找到 p 使 |s| <p< 台 于是 二 >> 画 ,根据 上 


和 一 < ， = | 一 1 
极限 的 定义 ,存在 -一 个 wo, 使 得 对 于 n 之 no, 有 EO [on| < 


1/p*， 于 是 推 知 ; 对 于 充分 大 的 %，|anr"| 过 (1z1/p)"”, 因而 宕 级 数 
17) 以 一 个 收 代 的 几何 级 数 为 强 级 数 ， 因 此 (17) 收 僵 ， 为 了 对 王 
| 志 p<< 五 征明 一 致 收 合 性 ， 选 取 一 个 p， 使 p<p' 达 R， 则 对 干 
Zoo 有 iane"| 志 (p/p)"。 由 于 强 级 数 收 敛 , 并 具有 不 变 的 项 , 故 


* DD » 


出 Weierstrass MC 检验 法 知 , 客 级 数 一 致 收 信 ， 

如 果 zs| 二 BR, 取 p 使 RR<p<< z|， 由 于 1/p<1/R, 故 存在 任 
症 大 的 风 便 得 jc ">1o，anl >T/o" 这样 , 对 于 无 穷 岁 个， 
有 :as 2 p) 因此 项 是 无 界 的 ， 

号 出 级 数 于 we “具有 相同 了 收敛 学 种 ,过 是 因为 
证 明 ; 署 必 元 一 1 十 3。 则 3>0, 并 应 用 二 项 式 定理 
二 《十 6，) ">1+ nn D0 

这 给 出 82 2/n, 因此 5 一 >0. 
对 于 jz| 过 及 , 记 
f (2)=S Qn =—S, (2) Pg), 


$n(2) 二 Qo 十 QI 二 … 十 an 2 1 


人 


三 


Rs) = Sor 


i 


2 


又 六 (8) 一 > > nen 一 ng)。 
我 们 来 证 明 (2) (2)， 
考 颇 恒等式 


Lg Sg -80)  ,,. 
A > ) —f( 20 ) —fi{ 20 )= -( 人 一 -0 一 seo ) 


ZO 
Ha(2)— Be 
+ (Sn\20) 一 万 (so) + (ee), ‘19) 


这 里 我 们 假定 2 关 %0, 并 且 , > 、2 | <p 守 有 R， 服 后 一 项 可 重 写 为 
) 


:4 


DA Ce A 


二 


| 

R,(2)— RR,(z I 
Ht) — Pn (20) < > ka pt 
| 0 下 一 天 


吉 端 的 表达 式 是 一 个 收敛 级 数 的 余 项 。 因此 可 以 找到 mo, 使 得 对 
池 a>>no 有 


* 40) 。 


还 有 人 了， 汉 NN 时 ， 和 有 | | y (sxo) 一 Ff1 (20) | - /8 IJ- | 
定 的 %>7o2di. 由 导数 的 定义 , 可 以 找到 60, 使 得 0-<12 一 | …6 


一 S， (Go)| < 二 . 


等 以 上 各 不 等 式 合并 , 由 (19), 当 0< 1* 一 | < 时, 即 得 
ao 一 fi (80) 


2 一 20 


我 们 已 经 证 明了 疡 (so) 存 在 并 等 于 户 (2o). 
由 于 以 上 的 推理 可 以 重复 进行 ,所 以 我 们 实际 已 证 明了 ,一 个 
只 有 正 的 收敛 半径 的 顽 级 数 具 有 各 阶 导 数 ， 它 们 可 用 下 列 显 式 纷 


1 
| 
者 


< 


丰 一 (人 十 U1 十 - Qu “1 
大) 一 人 1 +1- dy -二 3Co2 |， 。， 
子 《2 ) -一 人， -i Gs8 十 1204 六 |. -， 


睁 本 者 自 和 相间 和 让 二 二 


1 | a 
f(s ;) 一 CR: -A - et 人 Cp 二 


特别 是 ,由 最 后 一 行 我 们 看 到 om= (0)/8!, 罕 级 数 变 成 


fz) =f(0) + (0)z+t 二 六 02 + A . 


ot 的 9 Or ac an 展 i Wh (2) 县 有 一 一 个 笑 儿 机 


人 一 确定 的 但 主要 的 部 分 ， 即 每 一 个 名 白面 阁 具 有 一 个 Taylor 
展开 式 仍 未 得 到 ， 


> 题 


T. 将 过 一 少 -《 其 由 肥 为 正 整 数 ) 展 为 的 将 。 
。41 。 


2 将 一 一 2 ~ 展 为 4 一 的 医 。 介 人 么 是 收 敏 半径 ? 
3， 未 下 列 最 数 的 收敛 半径 : 
之 9 2 >， Snigsr, Soaver(lg|<1), Ta" 
4， 如 未 Qn3” 有 收 化 半径 RR, 间 ans2*， Sana" 的 坟 化 半径 是 怎样 的 ? 


5， 如 果 了 (8) 二 arne"， ZZ 75ane? 是 什么 3 
， 如 困 Zane" 和 ZZ0w2"* 有 收敛 半径 下 和 RRs, 试 证 明 立 anpopr" 的 收 俩 
半 低 至少 是 玉 Ra。 
7. 若 limlexo|/ an 一 忆 试 证 明 马 anz" 有 收敛 半径 已。 


8. 对 2 的 怎样 的 值 级 数 


收 合 ? 
9. 对 z 的 怎样 的 值 级 数 


下 化 9? 


2.5 Abel 极限 定理 

Abel 常 二 定理 涉及 一 个 了 拱 级 数 在 妆 伍 圆 圆周 的 一 点 上 收 谎 
的 锯 形 。 不 失 一 般 性 , 可 设 如 = 二 并 设 驳 敛 发 生 在 点 :一 | 

定理 3 如 果 > mm 收 化 
有 界 时 , f(%) Daw 趋 寺 fA(1)， 

注 ” 从 几何 上 上 看， 定理 中 的 条 件 意味 着 z 始终 位 于 一 个 项 点 
在 1 且 关 于 实 轴 的 (-- occ, 1) 部 分 对 称 而 二 180° 的 和 角 内 ， 习惯 上 
币 说 ， 这 种 趋 近 发 生 在 一 个 Stolz 角 内 . 

证 明 可 以 假设 > w 一 0， 因 为 对 m 加 一 个 党 竹 数 束 可 做 到 这 
一 态 。 记 ,二 G9 十 十 … 十 @m, 并 利用 恒等式 (部 分 求 和 ) 

SnC%) 二 Qo 十 G12 十 十 Gn2*==89 十 (81 一 So) 儿 十 … 十 (84 ~ Sn 1) 2 

= 8S0(L 一 %) 十 S14 一 字 ) 十 十 Sp-1C2 一) 十 Sn 


一 (1 一 2) (80 十 S12 十 十 1) 十 Sp。 
但 ss2" 一 >0, 因此 得 到 表达 式 
f(z) 一 (1 本 2 ) > Sne 。 


不 妨 设 |1 一 z| 志 KK (1 一 |z|), 并 设 8s->0. 取 mw 如 此 大 , 使 灌 
7 之 mw 时 , |sn| 二 s。 于 是 级 数 这 sx2? 从 n=m 的 项 以 后 的 余 项 受 几 


何 级 数 。 芝 |z1"==s1z|"/(1 一 |z|) 过 e/(1 一 |z|) 控 制 ， 由 此 得 芭 


F111 | Ss 


取 > 充分 接近 于 1 可 使 右 端 第 一 项 任意 小 , 因此 得 出 结论 : 在 所 
说 的 限制 条 件 下 , 当 sx1 时 ,了 (2%) 一 0, 


十 天. 


3 指数 函数 与 三 角 消 数 


纯粹 从 实数 观点 处 理 微 积分 的 人 不 指望 指数 聘 数 6&2 和 三 角 融 
数 co9%、 sinz 之 间 有 任何 关系 ， 事 实 上 ,这 些 函数 按照 不 同 的 呈 
的 , 似乎 可 以 从 完全 不 同 的 来 源 导 出 ， 无 疑 ,他 会 注意 到 这 些 函 数 
的 Taylor 展开 式 之 间 的 相似 性 ,如果 使 用 复 目 变量 , 吏 可 以 学 汕 
Euler 公式 e” 一 cos wz 十 %sinw 作为 一 个 正式 的 恒等式 。 但 是 分 析 
它 的 全 部 深度 , 则 归功 于 Gauss 的 天 才 . 

有 了 前 节 的 准备 , 容易 对 复 的 2 定义 多 cosz 和 sinz, :并 好 出 
这 些 函 数 之 间 的 关系 ， 同时 按 指 数 函 数 的 反 琢 数 可 定义 对 数 ， 耐 
对 数 又 导致 复数 幅 角 的 正确 定义 ,因此 导致 角 的 非凡 何 定义 ， 


3.1 指数 区 数 
一 开始 , 我们 可 以 把 指数 函数 定义 为 如 下 微分 方程 的 解 ， 
f (2) =f (2), (20) 
初 值 为 (0)=1， 为 了 求解 , 令 
六 (2 一 Go 十 GZ 十 十 2 十， 
(3) = 二 4 十 2022 十 … 十 Nnz* 十 有 


e 和 。 


如 要 (120 成立 ,必须 6,_+ 二 na，, 和 而 初始 条 件 给 出 go。=1， 由 归纳 法 
推 上 rn 一 。 


n! 
将 方程 的 解 记 为 er 或 expz, 至 于 用 哪 一 种 记 法 ,完全 由 印刷 
上 的 方便 决定 。 当然, 我们 必须 证 明 级 数 


~ 二 A 


2 一 上 十 本 十 十 ，… 十 i J (21) 
收效 .由 于 wwi->co, 它 确 实在 全 平面 上 收敛 (读者 白 证 ). 
作为 微分 方程 的 一 个 推论 ,e 满足 加 法 定理 
el pr, z (22) 
实际 上 ， 存 在 D(e*e) = 后 6 十 6 一 g 人 一 0、 因 此 ee 是 


各 


攻 数 ， 令 :一 0 就 可 求 得 这 常数 的 值 。 于 是 得 到 结论 : oz.e 一 =e'， 
今 j=0,C= 二 8 十 0, 即 得 (22). 
注 我们 使 用 了 如 下 事实 ， 如 果 广 (z) 恒 等 于 零 , 则 jz) 是 党 


数 . 当 了 定义 在 全 平面 上 时 ， 这 肯定 成 立 . 因为 如 果 f 一 ww 二， 


mt 


. Ou ) | dt PT -re 
则 他 = 她 一 屯 一 下 一 0, 而 定理 的 实 形式 表明 ;在 每 一 条 水 平 


直线 和 每 一 条 铅 垂 直线 上 , /是 常数 . 

作为 加 法 定理 的 一 个 特殊 情形 ，e*…e- 一 1。 这 表明 ee 决 不 为 
零 ， 对 于 实 的 w, 级 数 展开 式 (21) 表 明 ， 当 w>0 时 o>1, 又 因为 
e” 和 6e-? 互 为 倒数 , 故 当 os<0 时, 0<e<1， 而 级 数 具 有 实 系数 这 
一 事实 表明 : expz 是 oxpz 的 复 共 辑 .因此 ，|ep|? 一 om.e-a 一 工 


3.4 三 角 函 数 
三 角力 数 由 下 式 定 义 : 
coss— te sin> 一 -全 和 (23 ) 
代入 (21), 便 知 它 们 有 展开 式 ， 
2 4 
os2z 一 工 一 > ui ret 


» 44 。 


9 
1 
下 


Pp 


四 

8 tr 

对 于 实 的 %, 它 们 化 成 熟知 的 cos2 和 sinz 的 Taylor 展开 式 ， 值得 | 

注意 的 是 ; 现在 不 用 几何 概念 而 重新 定义 了 这 福 些 函数 
从 (23) 进 一 步 得 到 Pujer 公式 


6“* = COS% 十 2 Sin 2 


以 及 恒等式 .cos?%+gin”z 一 1 1 
还 可 以 推 得 1cosz= — sineg, D sinz~coss, 
加 法 公式 


cos( +b) 一 co8 Geos 0 一 sin 6 Sin b, 
sin(G+b) cosasinb+ sin Gcosh 
是 (23) 和 指数 函数 加 法 定理 的 直接 推论 . | 
”另外 的 几 个 三 := 角 函 数 认 n z,cot%、 Se6%、 coseoz 是 次 要 的 它们 
可 用 COg2 和 sins 按 惯例 定义 . 例如 ， 


to 
,， tan 2=—= 1 ET . J 
注意 , 所 有 的 三 角 函 数 都 是 ?的 有 理 消 数 “和 
习 题 


1， 戒 Sinii ecost 和 tan(I 十 从 的 值 、 人 

2. 双 曲 余弦 、 双 曲 正弦 定义 为 coshs= (e+e™)/2,sinhe=(sre)/%, 
试 将 它们 用 cosz sin ?8 表示 之 ,导出 加 法 公式 和 cosh 28、 sinn2z 和 的 公式 ， 

3. 试用 加 法 公式 将 cos(z 十 依 )、5in《z 十 休 ) 分 为 实 部 和 虚 部 . 

4. 证 明 


1 
ecose 上 一 Sinh22 十 cos zw cosh? y sin? 人 互 (cosh29 十 cos 27)， 


1snz| 2 一 Snh22% 十 Sin2m 一 cosh:4 一 603 1= 3 (Cosh Dy — COS Or) 


~ 
| 


3.3 周期 性 和 
如 果 了 (z 十 0) 一 f(z) 对 所 有 的 ?成 立 ， 我 们 说 Ge) 具有 ij 央 期 6 
这 样 , e 的 -- 个 周期 满足 er=e 或 el. 由 此 有 6=iw(e® 为 实 


#4 :站 六 闪 


- 


数 ), 我 们 称 @@ 为 e* 的 一 个 周期 .我 们 将 表明 有 几 个 周期 , 而 这 些 
周期 独 丰 : 一 个 正 周 期 oo 的 整数 信 . 

看 证明 周期 存在 的 许多 方法 中 ， 式 们 选取 下 面 的 方法 ， 对 于 
y>0, 从 Dainy=eosy 达 1 和 gin0=0, 通 过 积分 或 应 用 中 值 定 于 ， 
得 到 yy。， 同 太 , Do08g 二 一 In9 六 一 Yy 各 6030=1 给 出 e084 
>> 工 -9 /23， 由 这 又 可 但 到 iiny>>y 一 上 /6， 最 后 得 e098y < 二 一 久 7/2 
二 41 14， 这 个 不 等 式 玫 明 cosV 3 - 20， 因此 在 0 和 3 之 间 有 
一 个 i, 舍得 cos 一 4， 出 守 

09 3 十 划一 革 
我 们 fr in we 二 土 4, 好 2” 二 土台 国 比 ou 于 这 证 明 4wo 是 一 周 
期 ， 

洋 了 你 上 , 它 是 最 小 正 周 期. 为 了 看 出 这 一 点 , 取 0<y<<%, 于 
是 sing%>gy(GL 一 多 /6)>W23>0, 这 表明 oosy 是 严格 下 降 的 .由 于 
singy 候 正 的 , 并且 cos>y+sin*y=1, 故 知 sing 是 严格 递增 的 ， 次 
此 sin 1]<sinyo==f。 双边 不 等 式 0<siny<<1 保证 了 e* 既 不 等 于 
十 也 不 等 于 土 i。 因 此 el1， 所 以 4yo 实际 上 是 最 小 正 周 期 , 
记 为 cea， 

岗 在 考虑 一 个 任意 的 周期 w， 存 在 一 个 整数 mw, 使 得 moo<e 
WW 十 wo， 如果 名 不 等 于 nc, 则 ww 一 nw 将 是 一 个 之 wo 的 正 
周期。 但 这 是 不 可 能 的 ,所 以 每 个 周期 必 是 oo 的 一 个 整 倍 数 ， 

入 的 最 小 正 周 期 记 为 2x. 


时 


在 证 明 过 程 中 ,我 们 证 明了 
pTi/2 一 也 pt ~ —1， p27t 一 二 

这 些 方程 说 明了 数 。 和 7 之 间 的 密切 关系 . 

当 y 从 0 增 大 到 2s 时 ,点 w=e* 按 正方 向 描 出 单位 加 |wj = 
, 即 从 工 经 到 一 1, 再 问 过 来 经 一 6 到 1.。 对 于 适合 jw| = 的 
每 一 个 ww， 在 半 开 区 间 0<y<2x 中 ， 有 一 个 旦 只 有 一 个 y, 使 得 
wv 一 0 所 有 这 些 不 难 从 如 下 己 知 事实 推出 来 , cosy 在 “第 一 象限 ” 
也 在 0 各 x12 之 间 是 严格 下 降 的 . / 

从 代数 观点 看 ， 映照 w=e*” 建立 了 实数 加 法 群 和 绝对 值 为 


e 46 。 


的 复数 乘法 群 之 间 的 一 个 同 态 . _ 同 态 的 核 是 由 所 有 整 悄 煞 2nx 形 
成 的 子 群 四 


3.4 对 数 函 数 


与 指数 冰 数 一 起 ,我们 还 必须 研究 它 的 反 男 数 一 一 对 数 函 数 ， 
根据 定义 ,&= log 忆 是 方程 振 = 纪 的 一 个 根 ， 首先， 由 于 6 大 QD， 
及 以 数 0 没有 对 数 . 对 于 公关 0, 方程 6 一 0 等 价 阳 

e”= |20|, ey/ 0w|, (24) 
第 一 个 方程 有 唯一 的 解 2 一 log|w|, 即 正 数 |w| 的 实 对 数 . 〈24 的 
第 二 个 方程 的 右 端 是 绝对 值 为 工 的 复数 ， 因此 , 正 象 我 们 刚刚 看 
到 的 , 它 在 区 闻 0<y<2w 中 有 一 解 且 只 有 一 解 ， 此 外 ,所 有 有 :了 这 
一 解 相差 2r 的 整数 倍 的 y 也 满足 这 一 方程 于 是 ,每 一 个 不 等 本 
0 的 复数 具有 无 穷 多 个 对 数 ,它们 彼此 相差 2m 的 倍数 

logw 的 虚 部 也 岂 包 的 旺角, 记 为 arg w, 它 的 儿 何 解释 是 : 正 
实 轴 与 从 0 出 发 的 过 点 的 半 直 线 之 间 的 夹 角 ,以 弧度 度量 。 要 
扩 这 一 定义 , 幅 角 县 有 无 究 多 个 值 ,它们 相差 27 的 倍数 , 而且 

log 2 一 ]og | 好 | + sarg w. 
改变 一 下 记号 ,如 有 果 |2|=7, 且 arg%=9, 则 z=7?e”"， 这 一 记 法 很 廊 
便 ,是 经 常 采用 的 , 即使 在 并 不 为 外 涉及 指数 遂 数 时 也 如 此 、 

按照 习惯 ,一 个 正 数 的 对 数 总 是 指 实 对 数 , 除非 另 有 说 明 . 记 
号 8 总 解释 为 exp(2 1og ea), 其 中 4%、0 都 是 任意 复数 而 4 一 0 的 入 
况 除外 ， 如果 限制 a 为 正 数 , 则 log 6 是 实 的 , @?” 有 单一 值 ; WN 
log 6 是 复 对 数 , @? 一 般 有 无 穷 多 个 值 , 彼此 相差 e*" 的 倍数 . 
取 单 一 值 的 充分 必要 条 件 是 5 为 整数 ,这 时 6 可 解释 为 或- * 
的 一 个 短 ， 如 果 5 是 一 个 有 理 数 ,具有 既 约 形式 p/4, 则 ww 恰 有 g 
个 值 , 并 可 表示 成 M0?. 

指数 函数 的 加 法 定理 明显 地 缠 涵 阁 

log (21%») = lop 21 + log %2, 
arg (1%2) — arg 1 arg eo 
日 只 在 这 样 的 意义 下 成 江 ， 好 两边 表示 复数 的 同一 无 穷 集 如 梁 
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要 将 左边 的 一 个 值 同 右边 的 一 个 值 比 较 ， 则 可 断定 它们 在 萤 3 


(或 2wm) 的 信和 数 。( 与 第 1 章 2.1 节 的 注 比 较 . ) 
最 后 讨论 反 余波 函数 , 它 是 由 解 下 列 方程 得 到 的 ， 


1 _ 
0082 一 本 (6 十 6 te * = 


这 是 ee 的 一 个 二 次 方程 ,有 根 
pe*=w 寺 Ml 
因此 2=arce08wW= —s1log(wt Vi —1). 
也 可 将 这 些 值 写成 形式 
arG0082 一 土 zjog(20 十 WA 红 一 荆 )， 


辣 分 wh Vi 1 与 w 一 Mi 一 了 互 为 倒数 ，arccosw 的 无 穷 多 个 
信 反 了 映 了 cosz 的 偶 性 和 周期 性 ， 反正 强 函数 容易 由 下 式 定义 ， 


wv 
arc 3In w= ~ arc cosw. 


2 
应 被 指出 .在 复 解 析 函 数理 论 中 ,所 有 的 初等 超越 阔 数 都 可 用 
@ 及 其 逆 logz 表 出 ， 换 言 之 ,基本 上 只 有 一 个 初等 超越 痕 数 . 


习 是 


1. 对 于 实 的 妃 证 明 在 cosy 和 siny 的 级 数 中 , 每 一 个 余 项 具有 与 首 项 
由 问 的 符号 这 推 ] 了 证 明 属 关注 时 用 到 的 不 等 式 ,办 3.3 认 )。 

92. 证明 3<xmw<2MV3. 

3. 对 z= 一 雪子 沪 "i 求 : 的 值 
让 人 站 于 92， 一 1 ?一 2/2， 一 1 一 i 1 十 9;;8 的 值 如 何 。 
来 expCe ) 的 实 部 和 座 部 . 
， 确定 2 六 《一 1)* 的 所 有 值 . 
.确定 的 实 部 和 庶 部 . 
， 用 对 数 表 示 ar6 tan w. i . z | 

9. 法 说 明 在 一 个 三 角形 中 如 何 定 义 “ 角 ”， 记 住 这 些 角 位 车 0 与 亚 之 间 ， 
PR 定义 , 试 证 明 : 各 角 的 和 为 wm、 本 

证 明 二 项 方程 *=a 的 根 是 正 多 边 形 (相等 的 边 和 角 ) 的 顶点 . 


cc TGS ct 由 
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第 3 章 看 成 映照 的 解析 函数 


函数 w= 了 f(z) 可 以 看 成 是 一 个 映照 , 它 把 点 % 用 它 的 象 包 下 
示 . 本 章 的 目的 是 以 初等 方式 研究 解析 函数 所 规定 的 映照 的 一 些 
特殊 性 质 . 

为 了 实现 这 一 计划 ， 需 要 导出 一 些 具 有 充分 普遍 性 的 基础 概 
念 , 不 如 此 , 势 将 被 追 引进 许多 特定 的 定义 , 而 它们 之 间 的 相互 关 
系 却 是 不 易 搞 清 的 .由 于 今天 的 学 生 在 他 们 的 早期 阶段 就 接受 朱 
象 和 普遍 性 的 教育 , 所 以 无 需 辩解 ,但 是 , 提出 这 样 的 警告 可 能 较 
为 恰当 , 即 最 大 可 能 的 普遍 性 不 应 当成 为 一 个 目的 . 

在 第 一 节 , 我 们 将 介绍 点 集 拓 扑 和 度量 空间 的 一 些 基 础 知识 ， 
由 于 我 们 主要 只 涉及 到 研究 解析 函数 所 必需 的 一 些 基本 性 质 ， 所 
以 不 需 作 更 深入 的 讨论 .如 果 读 者 认为 自己 已 经 完全 熟悉 了 这 部 
分 内 容 , 那 就 只 要 读 一 下 专门 术语 就 可 以 了 . 

作者 认为 : 要 况 练 地 研究 解析 函数 , 既 需 要 儿 何 直觉 ， 又 需要 
计算 技巧 ， 为 此 , 在 与 第 一 节 仅 有 较 少 联系 的 第 二 、 第 三 节 中 , 特 


” 意 用 来 讨论 几何 直觉 ,详细 研究 一 些 初等 映照 。 在 此 同时 , 我们 也 


试图 在 几何 形象 仅 是 推理 的 指引 而 不 是 推理 的 基础 的 地 方 ， 强 调 
了 几何 思维 中 的 严密 性 ， 


1 初等 点 集 拓扑 


拓扑 学 是 数学 的 一 个 分 支 ， 它 所 研究 的 是 与 连续 性 直接 或 间 
搂 有 关 的 一 切 问题 .在 传统 上 , 这 一 名 称 是 广义 的 ,一 般 没有 严格 
的 限制 作 拓扑 的 考察 对 解析 函数 论 的 基础 有 着 极为 重要 的 意义 ， 
我 们 对 拓扑 学 作 初步 系 统 的 研究 就 出 于 这 样 的 需要 。 
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集合 论 的 逻辑 基础 属于 另 一 种 训练 ,我们 的 讨论 将 是 非常 朴 
素 的 , 所 有 的 应 用 都 针对 大 家 熟悉 的 对 象 . 在 这 样 一 个 限定 的 杠 
架 内 ,不 会 出 现 钠 辑 上 的 矛盾 . 


i.1 集 和 元 素 


所 谓 集 , 是 指 一 些 可 识别 对 象 的 一 个 集体 , 这 些 对 象 称 为 集 的 
元 素 . 读者 应 当 玫 悉 记 号 wxEY, 它 表 示 2 是 福 的 一 个 元 素 (我 
们 约定 : 用 大 写字 母 表 示 集 ; 小 写字 母 表 示 元 素 ). 两 个 集 相 等 , 当 
且 仅 当 它 们 有 相同 的 元 素 . 如果 了 Y 的 每 个 元 素 也 是 y 的 一 个 元 
素 , 则 说 互 是 了 的 一 个 子 集 , 这 关系 表 为 XCY 或 也 广 (并 不 
”排斥 六 = 了 的 可 能 性 )、 空 集 记 为 6 

一 个 集合 也 可 看 成 为 一 个 空间 , 而 把 它 的 一 个 元 素 看 成 一 点 . 
一 个 给 定 空 s 间 的 各 个 子 集 通 常 叫 做 点 集 . 这 给 语言 增加 了 几何 味 ， 
但 不 应 过 分 按 字 面 解释 .例如 ， 我 们 考 上 就 以 画 数 为 元 素 的 空间 ， 这 
时 一 个 “点 就 是 一 个 函数 . 

两 个 集 茸 与 了 的 共同 元 素 的 全 体 所 组 成 的 集 称 为 XX 与 了 
的 交 , 记 为 站 了 ; 由 或 者 属于 ,或 者 属于 了 的 元 素 全 体 组 成 
(其 中 包括 既 属 于 了 也 属于 了 的 那些 元 素 ) 的 集 称 为 了 邓 与 了 的 
并 ， 记 为 UY, 

当然 ,我 们 可 以 作 任意 多 个 集 的 交 和 并 ， 这 里 所 说 任意 多 ,其 
数 可 以 是 有 穷 , 也 可 以 是 无 穷 

集 蔷 的 余 集 是 由 不 在 下 中 的 全 体 点 所 组 成 , 记 为 ~ 邓 . 注 
意 , 余 集 与 我 们 所 讨论 的 点 的 总 体 有 关 ， 例 如 , 一 个 实数 集 对 于 实 
办 来 说 有 一 个 余 集 ; 而 对 于 禾 平 面 来 说 有 为 一 个 余 集 ， 更 一 般 
地 ,如 条 工 CY, 可 考 虚 相对 余 集 了 ~ 邓 , 它 由 了 中 但 不 在 互 中 
的 所 有 扩 组 成 (我 们 可 看 到 ; 仅 当 卫 CY 了 时 ,使 用 这 一 记 法 更 清楚 
些 ). 

记 住 下 述 分 配 律 

XUFNZ)=(XUY) NFU DZ), 
AN(TUZ)=(XNY)U(XNY), 
，50 。 


和 De Morgan 律 
~(ZXZUY)=~Xfl~Y, 
~(XNYT)=~XU~Y 
是 有 帮助 的 。 这 些 纯粹 是 逻辑 恒等式 ,把 它们 推广 到 任意 多 个 集 
合 是 显然 的 . 


1.2 度量 空间 


对 于 极限 和 连续 性 的 所 有 考察 中 ,本质 的 一 点 是 要 给 出 “充分 


靠近 ”和 “任意 近 ” 这 些 词 的 精确 意义 ， 在 实数 空间 及 和 复数 空间 
C 中 , 这 样 的 靠近 程度 可 用 一 个 定量 关系 |z 一 y| <s 来 表达 .， 例 
如 ,我 们 说 集合 习 包 合 充 分 靠近 9 的 所 有 “是 指 : 存在 一 个 s>0， 
使 得 只 要 |z 一 y| 二, 就 看 zE 工 . 类 似 地 , 总 包含 企 傅 靠近 y 的 
点 ,如 果 对 任 一 s>0， 存在 一 个 EX, 使 得 |z 一 y| 之 s. 

我 们 需要 以 定量 的 词汇 来 描述 靠近 程度 的 ， 显 然 是 两 点 之 闻 
的 距离 4(w, y)， 集 5 称 为 度量 空间 , 如 果 对 于 每 一 对 ZE S、yE€ 
S, 定义 了 一 个 非 负 实数 d(w, 9), 使 下 面 的 条 件 得 到 满足 ， 

1. d(w, y) 一 0 当 且 仅 当 2=9y; 

2. d(y, 2)=d(%, Yy); 

3. do z)<alz, Y) +dly, 2). 


最 后 一 个 条 件 是 三 角形 不 等 式 . 


例如 , 及 和 0 都 是 度量 空间 , 具有 上 距离 de y) = le—yl. 


维 欧 几 里 得 空间 B" 是 实 % 元 数组 


化 一 (ci，， “3 wn ) 
的 集合 ,其 中 的 距离 定义 为 d(%， ja 我 们 曾经 定 
义 过 扩充 复 平面 中 的 距离 为 


八 2 2 一 2 
Ce \/〈 工 十 |2|3) (1+ | 2 | 3 
( 见 第 1 章 2.4 节 ); 因为 这 表示 Riemann 面 上 球 极 影 象 之 间 的 
欧 几 里 得 距离 , 所 以 三 角 不 等 式 显 然 成 立 。 函数 空间 的 一 个 例子 
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是 Cfa, 寻 ， 即 定义 在 区 间 a<w<5 上 的 所 有 连续 函数 的 集合 .如 
果 定 义 其 中 的 距离 为 4(f， 9 一 max | f (2)— 9《%) |， 它 就 成 为 一 
个 度量 空间 . 

我 们 引进 下 面 的 用 距离 表示 的 术语 对 于 任 一 3>0 和 任 一 
yES, 所 有 的 wES 组 成 的 集 B(y, 5), 其 中 的 距离 d(x, 9)<<5, 
称 为 中 心 在 y、 半径 为 6 的 球 。 也 常 称 为 y 的 8 邻 域 。 邻 域 的 一 
般 定 义 如 下 ; 

定义 1 集 NCS 称 为 yES 的 一 个 邻 域 , 如 果 它 包含 球 
BlYy, 6). 

换言之 , 9 的 一 个 邻 域 是 一 个 集合 , 由 所 有 充分 靠近 Y 的 点 组 
成 我 们 用 邻 域 的 概念 来 定义 开 集 . 

定义 2 一 个 集 称 为 开 集 , 如 果 它 是 它 的 每 一 个 元 素 的 一 个 
邻 域 . 

由 这 定义 可 解释 空 集 是 开 的 (条 件 是 满足 的 , 因为 集合 没有 元 
素 )。 下面 是 三 角 不 等 式 的 一 个 直接 推论 ， z 

每 一 个 球 是 一 个 开 集 . 

事实 上 ,如 果 zE€EB(y,6), 则 6’ =5 一 4(y, %)>>0, 由 于 Q(w, 2%) 
< 给 出 do 9) 过 6 十 d(y, 2z) 一 6,， 所 以 三 角形 不 等 式 表 明 
B(z, 6')CB(y, 8)， 因 此 Bl(y, 5) 是 z 的 一 个 领域 , 又 因 > 是 
B(y, 6) 的 任 一 点 ， 所 以 B(y, 5) 是 一 个 开 集 . 为 了 强调 , 一 个 球 
有 时 称 为 开 球 ， 以 区 别 于 全 体 zE€5 组 成 的 闭 球 ,其 中 dl%， OO 

在 复 平面 上 ， B(zo, 5) 是 一 个 开 圆 盘 ， 中 心 在 zo, 半径 为 2 它 
由 所 有 适合 严格 不 等 式 2 一 0 <6 的 复数 2 组成. 吕 们 网 证 明了 
它 是 一 个 开 集 , 读者 可 用 几何 术语 来 解释 该 证 明 ， 

开 集 的 余 集 称 为 闭 集 。 在 任 一 度量 空间 中 ， 空 集 和 全 空间 是 
既 开 又 闭 的 ， 可 能 还 有 别 的 集 具有 同样 的 性 质 . 

开 集 和 闭 集 的 下 列 性 质 是 基本 的 : 

有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 的 . 


虽 和 
大 


间 和 


任意 多 个 阅 集 的 交 是 闭 的 . 

证 明 是 很 明显 的 ， 留 给 读者 .应 该 指出 ， 后 两 个 命题 可 用 De 
Morgan 律 从 前 两 个 导出 来 . 

有 许多 通常 使 用 的 名 词 术语 与 开 集 的 概念 直接 有 关 全 部 列 
出 来 会 增加 混乱 ,所 以 我 们 将 只 限于 使 用 下 面 一 些 . 内 吕 、 闭 包 、 边 
界外 部 . 

(i) 集 羡 的 内 部 是 包含 在 之 中 的 最 大 开 集 .人 它 是 存在 的 ， 
因为 它 可 以 刻 划 成 所 有 开 集 CX 的 并 ， 记 可 以 把 它 说 成 是 以 六 
为 邻 域 的 点 的 全 体 所 成 的 集合 ， 记 为 Int X， / : 

《ii) 入 的 闭 包 是 包含 到 的 最 小 闭 集 ， 或 所 有 闭 集 二 天 的 
六 .一 个 点 属于 六 的 闭 包 , 当 且 仅 当 所 有 它 的 邻 域 都 与 人 相交 ， 
团 包 和 常 记 为 XX-， 有 时 记 为 ClX， : 

(iii) 半 的 边界 是 闭 包 减 去 内 部 。 一 点 属于 边界 , 当 且 仅 当 
所 有 和 它 的 邻 域 与 到 和 ~ 卫 都 相交 、 记 为 Bd 六 或 0X， 

(iv) 和 的 外 部 是 ~ 于 的 内 部 ， 它 也 是 闭 包 的 余 集 , 记 为 

和 ~ 外 - 

注意 ，Int 字 己 邓 书 ~ 如果 Int 了 = 守则 了 芝 是 开 的 ; 如 
果 丰 -= 二 入 ,， 则 之 是 半 的 ， 又 和 CC 剖 涵 着 nt XCIntY, 福 - 
CY7， 为 了 方便 ， 下面 引 进 孤 立 把 和 诊 扣 的 概念 ; 我 们 说 2E 之 
是 芳 的 一 个 孤立 点 , 是 指 如 果 w 有 一 个 邻 域 , 此 邻 域 与 了 的 交 是 
上 如 一 个 聚 点 是 入” 的 一 个 点 ,但 不 是 一 个 孤立 点 .很 清楚 , 2% 是 
到 的 一 个 聚 点 , 当 且 仅 当 的 每 个 邻 域 包 合 和 的 无 穷 多 个 点 。 


本 题 


1. 如 果 5S 是 一 个 度量 空间 ， 具 有 距离 函数 Q(x, 9), 斌 证明 8 以 SC2， 
人 一 CC，V 7 EEC 9 和 记 为 距离 国 数 时 也是 一 个 度量 空间 ， 后 一 个 空间 在 
所 有 距离 不 超过 一 个 固定 的 界 的 意义 下 是 有 赛 的 . : 

2， 假设 在 同一 个 空间 3 上 , 给 定 了 两 个 距离 图 数 dz, y) 和 di(%, 9)， 
如 果 它 们 确定 相同 的 开 集 , 则 称 它们 是 等 价 的 。 试 证 明 : 如 果 对 每 一 个 se>0， 
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存在 一 个 6>0, 使 (得 d(z, 从 <6 蕴涵 着 d(x, y) <e, 反之 亦 然 , 则 4 与 Gi 
等 价 ， 试 验证 这 一 条 件 在 上 题 中 也 成 立 . 

3 直接 应 用 定义 证 明 |s 一 gol <6 的 闭 包 是 | 一 ao| < 人 . 

4. 如果 X 是 一 个 复数 集合 ,其 实 部 和 虚 部 均 为 有 理 数 ， 问 IntX、X~、 
23X 是 什么 ? 

5， 印刷 上 有 时 把 ~ 和 简写 为 X', 用 这 一 记 法 , X” 与 入 的 关系 如 何 ? 
试 证明 飞 - 人 全 一 一 买 -和 

6. 一 集合 称 为 离散 的 ,如果 它 的 所 有 点 都 是 孤立 点 . 试 证 明 慑 或 C 中 
的 一 个 离 涛 集 是 可 数 的 . z 

7. 试 证 明 任 一 集合 的 聚 点 组 成 一 个 闭 集 ，. 


1.3 连通 性 


车 如 是 度量 空间 5 的 任 一 非 空子 集 , 从 恕 本 身 来 看 , 可 以 把 
它 考虑 为 8 上 具有 同一 距离 函数 2(%, y) 的 一 个 度量 空间 . 卫 上 
的 邻 域 和 开 集 就 象 在 任何 度量 空间 上 一 样 定义 , 但 吾 上 的 开 集 当 
看 成 S 的 子 集 时 不 需要 是 开 的 . 为 了 避 兔 混乱， 如 上 的 邻 域 和 开 
集 经 常 叫做 相对 邻 域 和 相对 开 集 ， 作为 一 个 例子 ,我 们 把 闭 区 间 
0<z<i 看 作 及 的 一 个 子 空间 , 于 是 半 闭 区 间 0<z< :1 是 相对 开 
的 , 但 在 及 中 不 是 开 的 .因此 ， 当 我 们 说 一 个 子 集 召 具有 某 种 特 
定 的 拓扑 性 质 时 ,总 是 指 它 作为 子 空间 时 具有 这 一 性 质 , 它 的 子 空 
间 拓 扑 就 称 为 相对 拓扑， 

直观 地 说 , 一 个 空间 是 连通 的 , 如 果 它 是 由 单一 的 片 组 成 . 为 
使 这 一 说 法 有 意义 , 必须 用 接近 程度 来 定义 这 一 陈述 ， 最 容易 的 
办 法 是 给 出 一 个 反面 的 表征 : 如 果 存在 一 个 划分 8 一 4UB, 分 成 


和 


开 子 集 4 和 B, 则 S 不 是 连通 的 . 应 当 理 解 4 和 B 是 不 相交 的 、 
非 空 的 ， 一 个 空 空间 的 连通 性 通常 以 如 下 的 方式 使 用 , 假设 可 以 构 
返 驴 的 两 个 互补 的 开 寺 集 4 和 ,如 果 必 是 连通 的 ,那么 4 或 8 
之 一 是 空 集 . 

子 集 CS 称 为 是 连通 的 , 如 果 它 在 相对 拓扑 下 是 连通 的 .不 
避 迁 腐 , 我 们 重复 . 


定义 3 度量 空间 的 一 个 子 集 是 连通 的 ， 如 果 它 不 能 表 成 两 


| 
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个 不 相交 的 非 室 的 相对 开 信 之 并 
如 果 吾 蚌 开 和 的 ， 上 的 一 个 子 集 是 相对 开 的 ， 当 目 仅 当 它 是 开 
的 .类似 地 ， 如 果 五 是 闭 的 ， 则 相对 闭 就 意味 着 闭 。 因 此 我 们 可 


网 于， Pr a ee i 


量 


二 


以 是 空 入 
连通 集 的 平凡 例子 就 是 空 集 以 及 只 由 一 个 点 组 成 的 任何 集 . 
在 实 直线 的 情形 ， 可 以 命名 所 有 的 连通 集 . 最 重要 的 结果 是 
整个 直线 是 连通 的 ， 这 实际 上 是 实数 系 的 基本 性 质 之 一 . | 
一 个 区 间 由 下 列 四 种 类 型 的 不 等 式 之 一 定义 , 4 之 sw<b, a<a 
一 a<w<b, a<z<b@。， 对 于 4= 一 o0 或 5= 十 oo， 这 包括 半 
无 限 区 间 和 整个 直线 . A |， 多 


\ 


定理 1 实 直线 的 非 空 连通 子 集 都 是 区 间 .。 a, | Pi 

我 们 在 这 里 采用 经 典 证 法 之 一 ， 它 的 根据 是 任 一 单调 序列 必 
有 一 个 有 穷 或 无 穷 的 极限 

没 实 轴 及 用 两 个 互 不 相交 的 闭 集 的 并 集 表 示 为 , 及 = 4UB， 
如 果 4 及 B 都 不 是 空 集 , 则 可 以 找到 wE4 及 如 EB， 不 妨 设 
a1<<bi， 现 在 将 区 间 (gz， bi) 平分, 平分 所 得 的 两 个 半 区 间 中 必 
有 一 个 有 在 史上 在 二 起 而 有 光 点 在 中 、 把 这 一 区 间 记 为 (os 
bs)， 仿 此 继续 进行 下 去 ， 于 是 可 得 区 间 套 (as，5n) 的 一 个 序列 ， 
用 mwE4, bEB， 序 列 fo 及 {0wj} 具有 同一 极限 ce， 由 于 4 及 
B 是 闭 集 , 应 为 4 及 B 的 一 个 公共 点 ， 这 一 矛盾 说 明 4 或 B 
中 有 一 个 应 是 空 集 , 因此 RR 是 连通 的 . 

上 述 证 法 稍 作 修改 后 可 适用 于 任何 区 间 ， ?by 

在 完成 定理 证 明之 前 我 们 插入 一 个 重要 鸥 注 记 ， 设 召 是 忆 
的 一 个 任意 子 集 , 如 果 对 于 所 有 的 zE 加 有 a<<w, 则 称 a 为 加 的 
下 界 ， 现 在 考察 全 体 下 界 组 成 的 集 4， 显 然 ~ 4 的 余 集 是 开 集 . 
至 于 A 本 身 , 则 很 容易 看 出 只 要 它 不 包含 任何 最 大 数 , 它 必 是 开 /， 


@ 我 们 把 开 区 间 记 成 (a, 巷 ， 闭 区 间 记 成 [4, 巧 ; 另 一 各 常用 的 记 法 是 把 开 世 。 仿 
间 记 为 ]4, 5[， 半 闭 区 间 记 成 ]w 加 或 [a, 80 这 里 应 当 理解 :总 是 4<5。 
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集 . 由 于 直线 是 连通 的 , 4 及 其 余 集 不 能 同时 是 开 集 , 除非 其 中 
之 一 为 空 集 。 因 此 产生 了 三 种 可 能 ; 或 者 4 是 空 集 , 或 者 4 包 售 
一 个 最 大 数 , 或 者 4 是 整个 直线 . 如 果 存 在 的 话 , 4 的 最 大 数 a 
称 为 的 最 大 下 界 (下 确 界 )， 通常 ,对 于 w€EB, 其 下 确 界 用 
g. 1. 5b. z 或 inf w 来 表示 .如果 4 是 空 集 , 则 令 c= 二 oo， 如果 了 4 
是 整个 直线 , 则 令 c= 十 ce。 根据 这 一 约定 ， 实数 的 每 一 个 集 具 有 
唯一 确定 的 下 确 界 ; 很 清楚 , 为 要 4= 十 co, 必须 而 且 只 须 召 为 空 
集 、 对 应 地 ， 可 定义 最 小 上 界 (上 确 界 ) @, 对 于 wEB, 我 们 以 
1].u.b.z 或 Sapz 表 示 上 确 界 . 

现在 再 回 到 定理 的 证 明 上 来 , 设 妃 是 一 连通 集 , 具有 下 确 界 
及 上 确 界 8， 加 的 所 有 点 包括 极限 点 ， 都 位 于 6& 与 2 之 间 。 设 区 
间 a<t<5 中 有 一 点 不 属于 召 ， 则 开 集 w<E 及 wm 和 将 覆盖 
,而 由 于 如 是 连通 的 ， 故 这 两 个 开 集 之 一 将 不 与 如 相交， 不 妨 
设 如 中 没有 扣 位 于 & 的 左边 。 在 这 种 情况 下 ， 如果 是 下 界 , 就 
将 与 4 是 下 确 界 相 矛 剧 。 相反 的 假设 也 将 导致 同样 的 矛盾 , 因此 
司 得 结论 ;5 必 属 于 吾 . 由 是 可 知 妃 是 一 个 开 的 、 闭 的 或 半 闭 的 区 
间 , 端点 为 ag 和 5, 而 4a= 一 co 和 5= 十 oo 的 情形 也 包括 在 内 : 

在 证 明 过 程 中 , 我 们 引入 了 下 确 界 与 上 确 界 的 概念 。 如 果 集 
是 闭 的 而 且 上 确 界 与 下 确 界 均 为 有 穷 , 则 它们 必 属 于 集 , 此 时 就 把 
下 确 界 与 上 确 界 分 别称 为 极 小 与 极 大 ， 为 了 确信 和 界 为 有 穷 , 必须 
先知 道 集 为 不 空 而 且 具 有 某 一 有 穷 的 下 界 与 某 一 有 穷 的 上 界 . 换 
名 话说 , 这 时 的 集 必 位 于 一 个 有 穷 的 区 间 之 内 ; 这 年 的 集 称 为 有 坟 
集 ， 于 是 就 证 明了 下 面 的 定理 ; 
定理 2 实数 的 任 一 不 空 有 界 闭 集 必 有 一 个 极 小 与 一 个 极 
大 ， 
平面 上 连通 集 的 结构 就 不 象 数 轴 上 那样 简单 ， 但 下 面 关 于 连 
通 开 集 的 特性 基本 上 包括 了 我 们 所 需 的 全 部 信息 . 

定理 3 i 其 充 要 条 件 为 :该 集 


间 和 


二 


@ ti 1 引入 
» HO 。 


连接 折线 的 概念 比较 简单 , 这 里 用 不 着 再 作 形 式 定义 了 。 
现在 先 证 条 件 的 必要 性 设 4 为 一 连通 开 集 , 选 定 一 点 
aEA4， 将 和 4 中 的 点 加 以 区 分 ， 几 可 以 用 4 中 的 折线 与 4 相连 NY 
所 的 全 体 记 为 4 克 不 能 用 中 内 区 作 全 
为 和 一 现在 我 们 来 证 明 44、 


存在 5 起 | 2 一 A 这 一 邻 域 中 的 所 有 
太 过 可 用 一 线段 与 @1 相连 , 由 此 可 用 折线 与 4 相连， 帮 知 整个 邻 


域 包含 于 41 之 内 , 从 而 4 是 开 集 ， 其 次 , 如 Qs€ 4s, 令 jz 一 四 
<s 为 包含 于 4 中 的 一 不 要 焉 ， 如 果 这 一 邻 域 中 有 一 点 可 用 一 折 
线 与 人 相连 , 则 as 必 可 用 一 线段 段 与 该 点 相连 ,从 此 可 与 4 相连, 但 
这 与 4 前 定义 矛盾 故 知 如 是 寻 4 是 开 集 ， 由 于 4 是 连通 的 ， 履 其 子 
集 41、4s 中 必 有 一 个 是 空 : 集 、 但 44 包含 点 a 因此 4 
从 而 所 有 的 点 都 可 与 a 相连。 最 后 ,4 中 的 任 : 六 两 点 可 以 经 由 a 
相连 , 这 就 证 明了 条 件 是 必要 的 。 

在 今后 ， 我 们 其 至 可 把 任意 两 点 用 边 平行 于 坐标 办 多 
连接 ， 其 证 明 与 上 述 相同 . 

为 了 证 明 条 件 的 充分 性 , 设 4 可 用 4=AiU 4 上 助 两 不 互 不 
相交 的 开 集 的 并 来 表示 ， 站 取 eu a do 并 设 这 两 可用 
4 中 的 折线 来 连接 。 于 是 这 折线 必 有 一 段 连接 4 中 的 一 点 到 4 
中 的 一 点 ， 据 此 我 们 只 要 链 究 a1、as 可 用 一 线段 来 连接 的 情形 就 
够 了 .这 一 线段 的 参数 表示 式 为 &= ai 十 太一 ci)， 此 处 参数 上 取 
值 于 区 间 0<i<1, 在 区 间 D<7<T 让 ) 共 虽 与 4 及 4s 中 的 点 对 
应 的 两 个 子 集 显 然 是 开 集 、 互 不 相交 击 且 不 空 ， 但 这 与 区 间 的 连 
通 性 矛盾 , 于 是 证 明了 条 件 的 充分 性 . 

这 定理 容易 推广 到 及 ”和 (". 

定义 4 一 个 非 空 的 连通 开 集 称 为 一 个 域 . 

根据 定理 3 可 知 ; 整个 平面 .一 个 开 圆 盘 |z 一 &| <p 和 一 个 半 
平面 都 是 域 ， 同样 , BR" 中 的 任 一 8 邻 域 也 是 一 个 域 ， 域 是 一 个 
开 区 间 的 多 维 模拟 ， 一 个 域 的 闭 包 称 为 闲 域 ， 很 明显 , 不 同 的 域 
可 以 有 相同 的 闭 包 . 
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通常 , 例如 在 证 明 过 程 中 , 我 们 需要 分 析 那 些 定义 得 非常 含混 
的 集 的 结构 . 在 这 种 情况 下 , 第 一 步 就 是 把 所 考察 的 集 分 解 成 它 
的 若干 个 最 大 连通 分 集 (component)。， 这 里 所 谓 分 集 , 就 是 一 个 
连通 子 集 , 它 不 包含 在 任何 更 大 的 连通 子 集中 . 

定理 4 每 一 个 集 具有 唯一 的 分 成 分 集 的 分 解 . 

如 果 恕 是 给 定 的 集 , 考虑 一 点 w&E 卫 , 并 设 CGc) 表示 加 的 
包含 4 的 所 有 连通 子 集 的 并 .由 于 由 单一 的 点 & 组 成 的 集 是 连通 
的 ， 所 以 C(a) 肯定 包含 a， 如 果 能 证 明 C(c) 是 连通 的 , 则 它 是 
一 个 最 大 的 连通 集 , 换言之 , 是 一 个 分 集 . 但 是 任何 两 个 分 集 或 
是 不 相交 的 , 或 是 全 辐 的 ， 而 这 是 要 我 们 证 明 的 . 事实 上 , 如 果 . 
cEOla) N05), 则 由 Ce) 的 定义 以 及 Clo) 的 连通 性 , 有 CCa) 
CC(). 因此 ECC)， 由 同一 理由 ，C(O)CSC(Ce)， 所 以 事实 上 
Clg) =0Qle)， 类似 地 , 0(5) =0O(e), 因此 Cle)=006)， 我 们 称 
0(g) 是 4 的 分 集 . : 

假定 C(c) 不 是 连通 的 , 则 我 们 要 找 相对 开 集 4、Bx*8, 使 得 
C(a)=AUB，4NB=8， 我 们 可 以 假设 ze€E4， 而 B 包含 一 点 
5， 由 于 DEC(ec)， 所 以 存在 一 个 连通 集 如 CE, 它 包含 % 和 25. 

表示 Bo 一 (Bo 由 4)U (Bo 人 1B) 将 是 分 解 为 相对 开 子 集 的 一 个 分 
解 ,又 因为 a€ Bo 4, bE Bo B， 没有 一 个 部 分 是 空 的 ， 这 是 一 
个 矛盾 ,因此 C(c) 是 连通 的 . 

定理 9 在 芭 ' 中 , 任何 开 集 的 分 党 是 开 的 . 

这 是 下 列 事实 的 推论 , 在 BR" 中 8 邻 域 都 是 连通 的 。 考察 
zaEC(o)C 有 媚 如果 恕 是 开 的 , 它 包含 B(a, 8), 因为 B(w 8) 是 
连通 的 ,所 以 Bla, 8)CO(g)， 因 此 0(a) 是 开 的 ， 更 一 般 些 , 论 
断 对 任何 局 部 连通 的 空间 S 是 正确 的 , 这 是 指 : 点 a 的 任何 邻 域 
包含 a 的 一 个 连通 邻 域 。 此 证 明 留 给 读者 . 

此 外 , 在 及" 的 情形 ,可 以 得 出 结论 ;分 集 的 数目 是 可 数 的 , 为 
了 看 出 这 一 点 , 注意 每 一 个 开 集 必须 包含 具有 有 理 坐 标的 点 ， 而 
具有 有 理 坐 标的 点 集 是 可 数 的 , 这 样 , 就 可 表 成 序列 {px}， 对 每 
个 分 集 C(a), 确定 最 小 的 ,使 得 PE0Ol4)， 不同 的 对 应 不 同 
» O83。 
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的 分 集 ， 于 是 得 出 结论 :分 集 与 目 然 数 子 集 成 一 一 对 应 ,因此 分 集 
是 可 数 的 . 

例如 ，B 前 每 一 开 子 集 是 不 相交 开 区 间 的 可 数 并 集 ， 

又 ,可 以 分 析 一 下 证 明 , 从 而 得 到 更 一 般 的 结果 .我 位 次 集 蕊 
在 S 中 是 稠密 的 , 如果 五 一 9; 一 个 度量 空间 是 可 分 的 ， 如 果 存 在 
- -个 可 数 子 集 ， 七 在 S 中 稠密 .这样 就 得 到 下 列 结 让 果 ， 


在 及 部 连通 可 分 空间 中 ， 每 个 玉 集 是 不 相交 区 域 的 可 数 并 .。 
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1. 如 果 苹 CS, 试 证 明 X 的 相对 开 ( 闭 ) 子 集 就 是 那样 的 集合 ;它们 可 以 
天 为 与 5S 的 一 个 开 ( 财 ) 子 集 的 交 . 

2. 试 证 明 . 两 个 区 域 的 并 是 一 个 区 域 ， 当 上 且 仅 当 它 们 有 一 个 公共 点 . 

3. 证 明和 连通 集 的 闭 包 是 连通 的 ， 

4. 设 和 4 是 点 (cz ER ， 且 2Z=0、i 四 和 的 集合 ， 并 设 已 是 Z>(0、 
y 二 Sin 4/z 的 集合 ， 问 4UB 是 不 是 连通 的 ? 

). 设 妃 是 点 (X,Y)E B? 的 集合 ,适合 0 志 7 志 1， 对 于 某 一 正 整数 nn, 或 
者 y=0s 或 者 y==1/n， 问 如 的 分 集 是 什么 ?它们 是 否 全 是 闭 的 % 它们 是 相对 
开 的 吗 ? 试 验证 五 不 是 局 部 连通 的 . ， 

6. 证 明 闭 集 的 各 分 集 都 是 闭 的 (应 用 第 3 题 ). : 

7. 如 果 集 合 的 所 有 点 是 孤立 的 , 则 称 它 为 离散 的 ， 试 证 明 可 分 度量 空 
间 中 的 一 个 离散 集 是 可 数 的 ， : 


1.4 紧 致 性 


收敛 序列 和 Cauchy 序列 的 概念 在 任何 度量 空间 中 显然 都 是 
有 意义 的 ， 事 实 上 , 如 果 dz，Z)->0,， 我 们 就 可 以 说 mr->wm 如 果 
Q(zn，Ym) 当 人 、T 一 >co 时 趋 于 零 , 则 说 {ww} 是 一 个 Uauchy 序列 . 
很 明显 , 每 个 收敛 序列 是 Qauchy 序列 . 对 于 及 和 @, 我 们 已 经 
证 明了 它 的 送 命 题 是 成 立 的 , 即 每 个 0auchy 序列 是 收 伍 序列 (第 
2 章 第 2.1 所 )， 不 难看 出 ， 这 一 性 硕 可 推广 到 任何 R"*。 鉴于 这 
个 性 质 的 重要 性 ,我 们 给 它 一 个 特殊 的 名 称 ， 
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意见 是 ， 最 好 注意 集中 在 可 以 使 一 个 给 定康 
。 访 的 不 凤 方 法 上 ， 


jd 
x 一 个 度量 空间 称 为 是 完备 的 ， 加 汪 人 (Cauchy 订 


如 


列 是 收敛 的 ， 
如 果 一 个 子 集 被 看 作 一 个 子 空间 时 是 完备 的 ， 则 称 它 为 完备 
的 ， 读 者 不 难 证 明 ; 一 个 度量 空间 的 完备 子 集 是 闭 的 ; 一 个 完备 空 
A ~ 
a 届 子 入 达 各 的 - 


现 绍 紧 至 性 这 个 较 强 的 概念 。 它 比 完备 性 强 , 是 
提 凶 个 和 到 :间或 集合 必 是 完备 的 ,但 反之 不 真 . 事实 上 , 及 和 《 


的 紧 致 子 集 都 是 有 界 闭 集 ， 根据 这 一 结果 , 似乎 可 以 删 掉 紧 致 性 


这 个 概念 , 至 少 对 于 本 书 的 目的 是 如 此 。 但 这 是 不 明智 的 . 因为 
这 样 做 就 意味 着 要 我 们 闭 眼 不 看 实数 或 复数 的 有 界 闵 集 的 最 显著 
性 质 .结果 是 我 们 必须 在 许多 不 同 的 方面 基本 上 重复 相同 的 证 
明 ， -一 一 

一 紧 致 性 有 几 个 等 价 的 特性 描述 , 至 于 选用 哪 一 个 作为 定义 , 则 
根据 各 人 的 爱好 而 定 ， 充 论 在 冬 禾 , 未 六 门 的 读者 总 会 感到 有 些 
模糊 , 因为 他 还 不 能 识别 定义 的 目的 .这 是 不 足 为 奇 的 , 因为 要 使 
数学 家 对 最 好 的 廊 法 表示 赞同 , 经 历 了 整整 一 代 人 . 前 的 一 到 


我 们 说 开 集 族 是 集合 站 的 一 个 开 覆 盖 ， 如 果 了 包含 在 这 些 
开 集 的 并 集 之 中 . 忌 个 子 覆 盖 就 是 具有 同一 性 质 的 开 集 族 的 一 个 
子 集 . 一 个 有 穷 覆 盖 是 由 有 限 数 的 集合 组 成 的 一 个 覆盖 、 紧 致 性 
的 定义 如 下 : 
全 定义 6 集 并 是 紧 芷 的 当 且 仅 当 区 的 每 一 个 开 覆 盖 包 仿 
一 全 ~ 


hp 


， 我 们 把 设想 为 度量 空间 5 的 一 个 子 集 ,并 用 5 的 
开 集 来 对 它 进 行 覆 盖 . 但 如 果 世 是 避 中 的 一 个 开 集 , 则 中 是 
近 的 一 个 开 子 集 (一 个 相对 开 集 ); 反之 , X 的 每 个 开 子 集 可 以 表 
成 这 一 形式 ($1.3 习题 1 )， 因此, 我们 的 定义 究竟 是 对 全 空间 阅 
述 的 ,还 是 对 -一 个 子 集 人 阐述 的 ,是 没有 差别 的 . 

在 定义 中 盖 明 的 性 质 常 称 为 Heine-Borel 性 质 ， 它 的 重要 性 
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在 于 ; 用 开 覆 盖 来 阐述 ,有 许多 证 明 变 得 特别 简单 . 

我 们 攻 水 证 明 旨 个 蜂 玛 空间 必 关 完备 的 ， 咒 关 破 双 玻 多 并 
设 {zw} 是 六 中 的 一 个 Cauchy 序列 .如 果 y 不 是 {zs} 的 极限 ， 
则 存在 一 个 s>0, 使 得 对 无 穷 多 个 %， 有 d(zw, Y) >28， 确 定 mw， 
简 兴 人 训 7 时， Go oo) 6， 选取 一 个 国定 的 n>no， 使 
d (rn, Y) >28. 则 对 所 有 的 m2 之 mo， 有 dwm, Yd(on, Y) — dm, 
wn) >8。 于 是 推 知 : 8 邻 域 B(y， 8) 只 含有 限 多 个 zw。.《 更 好 地 说 ， 
只 对 有 限 多 个 n, 包含 mm)， 

现在 考虑 只 含有 限 多 个 mm 的 所 有 开 集 Z 组 成 的 集 族 . 车 
{es} 不 收敛 , 则 据 上 面 的 理由 , 得 知 这 一 集 族 是 开 的 一 个 开 覆 盖 . 
因此 它 必 会 一 个 有 穷 的 子 覆 盖 , 由 Ui, …, Ux 组 成 .但 这 显然 不 
可 能 , 因为 每 个 U, 只 含有 限 多 个 wm， 面 这 将 意味 状 给 定 的 序列 是 
有 穷 的 。、 -> 
一 忌 次 ,一 个 紧 致 集 必 是 有 界 的 《一 个 度量 空间 是 有 界 的 ， 如果 
所 有 距离 都 不 超过 一 个 ”为 了 看 出 这 一 点 , 选 一 点 zo 
考虑 所 有 的 球 B(zo 7)。 这 些 球 组 成 称 的 一 个 开 覆盖 如果 
交 是 紧 致 的 , 它 将 包含 一 个 有 穷 的 子 覆盖 ; 换言之 , 了 CB(w， 
rU…UB(zo rm)， 这 意味 着 王 CB(zo 7)， 其 中 了 一 max (ni， 
09) 由 此 推 知 : 对 于 任何 w、YyE 了 ,都 有 (zw, 9) 所 4d(%,， 0) 
+d(y, mo) 二 27， 这 就 证 明了 下 是 有 界 的 . 

但 是 ,有 里 性 并 不 是 我 们 所 能 证明 的 全 部 内 容 .为 方便 起 见 ， 
我 们 定义 一 个 较 强 的 性 质 , 称 为 全 有 界 性 . 

文 ? 集 芳 称 为 全 有 ff 果 对 于 任 一 se>0， 可 用 有 当 
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这 任何 紧 臻 人 来 说 肯定 是 对 的 . 因为 半径 为 s 的 球 的 全 体 
是 一 个 开 覆 六 ,而 紧 致 性 蕴涵 着 可 以 抽取 有 穷 多 个 来 履 益 和。 注 
意 : 一 个 全 有 界 集 必 是 有 界 的 , 因为 如 有 果 
XCPgs, EU UB(wm, 8), 
则 有 卫 的 任 两 点 之 闻 的 距离 小 于 28 十 maxd(wi, %y)， 《上面 天 于 任 
一 紧 致 集 是 有 界 集 这 一 证 明 现 在 变 成 多 余 的 了 ,) 
» 61 。 
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ek 
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mG 部 分 : 

为 了 证 明 这 个 定时 的 另 一 部 分 ， 了 字音 有 全 
有 界 的 假设 存在 一 个 开 覆 盖 , 它 不 包含 任何 有 穷 子 覆盖 
ss 一 2-*， 我 们 知道 S 可 用 有 穷 多 个 B(x, e1) 覆盖 . 如果 二” 个 ， 
都 有 一 个 有 穷 的 子 履 盖 , 则 S 亦 然 ; 因此 存在 一 个 球 Blwi, 82), 它 
并 不 容 有 一 个 有 窃 的 子 履 疹 由 于 B(xz1，s81i) 本 身 是 全 有 界 的 ， 
所 以 可 找到 一 个 2 和 .EB(wj1，81), 使 得 Bkzo，sa)j 没有 有 穷 的 子 履 
盖 佑 ， 如 何 使 构造 继续 下 去 , 那 是 清楚 的 : 我 们 得 到 一 个 序列 zn， 
开县 有 性 质 ，B(w,，es) 没有 有 穷 子 独 僵 ， 并且 znt1 EB(vn，8n)， 
后 一 性 质 意味 着 LCzs， znri) 过 28s 因此 dvr zn4p) 过 5n 十 6g41 十 … 
+ snro-i<2 、 这 说 明 zw 是 一 个 0auchy 序列 ， 它 收敛 到 极限 
y, 而 这 个 4 属于 给 定 的 覆盖 中 的 开 集 之 一 UU， 由 于 U 是 开 的 , 它 
包含 球 B(y, 5)， 取 如 此 大 的 %, 使 得 d(xn, y) 5/2 和 sa<8/2， 
于 是 B(z。，8s) CB(y, 5)， 因 为 dc， wm) 天 en 蕴涵 着 d(x, y) < 
dw wn) 十 O(n, Y) 过 5， 所 以 8(w。, en) 有 一 个 有 穷 的 子 覆 盖 , 它 
由 单个 集 忆 组成， 这 是 一 个 矛盾 ,因此 具有 Heine-Borel 性 质 . 

推论 及 或 的 一 个 闻 集 是 紧 到 的, 当 生 仅 当 它 是 亲 且 有 办 
的 ， 

我 们 已 经 提 及 过 这 一 特殊 的 推论 、 在 一 个 方向 , 结论 是 显然 “ 
的 : 我 们 知道 一 个 紧 致 集 是 有 界 且 完备 的 ; 但 是 了 及 和 0 都 是 完备 
的 , 而 一 个 完备 空间 的 完备 子 集 都 是 闭 的 . 对 于 相反 的 结论 ， 需要 
证 明 及 或 4 中 每 一 个 有 界 集 是 全 有 界 的 .我 们 就 0 的 情形 来 讨 
论 . 如 果 和 是 有 界 的 ,那么 它 包 含 在 一 个 圆 盘 中 ,因而 包含 在 一 
个 正方 形 中 . 这 个 正方 形 可 以 分 成 有 穷 多 个 边 长 任意 小 的 正方 形 ， 
而 这 些小 正方 形 又 可 用 半径 任意 小 的 圆 盘 来 黎 盖 , 这 证 明了 马 是 
全 有 界 的 , 除了 一 :个 不 应 掩盖 的 小 点 之 外 . 当 把 定义 7 应 用 到 子 
集 革 CS 上 时 , 多 少 有 点 不 明确 , 因为 s 邻 域 究竟 是 关于 开 的 还 
是 关于 5S 的 并 不 清楚 ; 就 是 说 , 我 们 是 否 要 求 它们 的 中 心 落 在 部 
@@ ”这 时 用 了 这 样 的 事实 : 一 个 全 有 界 集 的 任 一 子 集 是 全 有 界 的 , 读者 可 证 明之 ， 
。 0 ， 


上 是 不 明确 的 。 看 来 这 是 没有 什么 作用 的 。 事实 上 , 假设 已 用 中 
心 不 一 定 洲 在 卫 上 的 & 邻 域 覆盖 了 也 如 果 这 样 一 个 邻 域 不 与 
习 相交 , 那么 它 是 多 余 的 , 可 以 弃 去 .如 果 它 确实 包含 耻 的 一 个 
点 ， 那 么 就 可 用 那 一 点 的 一 个 28 邻 域 代替 它 , 并 得 到 了 一 个 用 中 
心 在 子 上 的 一 些 2 邻 域 覆盖 的 有 穷 履 盖 ， 根据 这 一 理由 , 不 明 
确 仅 是 表 观 上 的 ， 因 此 关于 Q@ 的 有 界 子 集 都 是 全 有 界 的 这 个 证 明 
EM 

紧 致 性 还 有 第 三 个 特性 描述 , 它 与 极限 点 (有 时 称 为 聚 点 值 ) 
的 概念 有 关 : 我 们 称 y 是 序列 {zn} 的 一 个 极限 点 ,如果 存在 一 个 
子 序列 {vw} 收敛 于 y. 一 个 极限 点 几乎 与 点 %。 组 成 的 集合 的 一 
个 此 点 相同 , 区 别 仅 在 于 一 个 序列 可 以 允 谋 同一 点 重复 出 现 , 若 9 
是 一 个 极限 点 , 则 y 的 每 一 邻 域 包含 无 穷 多 个 mm。 反之 亦 然 ， 事 
实 上 , 设 es 一 0， 如 果 每 个 球 BC(y, ep) 包含 无 穷 多 个 zn, 则 可 归 
纳 地 选取 下 标 nx, 使 得 tm E By, gk) 且 wp 显然 {zn} 收 
钱 于 YY. 

之 理 ? 一 个 度量 空间 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 每 个 无 序列 具 


古人 


和 


这 样 的 ， 生 数 摧 每 个 有 界 序列 具有 一 个 收 仿 的 于 序列 它 之 所 以 
被 认为 是 一 个 重要 定理 , 是 由 于 它 在 解析 函数 论 中 有 重要 作用 . 

证 明 的 第 一 部 分 是 以 前 一 个 论据 的 重复 ， 如 果 y 不 是 {zs} 
的 一 个 极限 点 , 则 y 有 一 个 只 含有 穷 多 个 zw 的 邻 域 ， 如 果 没 有 极 
限 点 , 则 只 含有 穷 多 个 mm 的 那些 开 集 组 成 一 个 开 窗 盖 。 在 紧 致 鬼 
情形 , 我 们 可 选取 一 个 有 穷 的 子 履 盖 , 这 样 可 推 若 序列 是 有 穷 的 . 
以 前 我 们 使 用 这 一 理由 是 证 明 一 个 紧 致 空间 是 完备 的 .实质 上 是 
证 明了 每 个 序列 具有 一 个 极限 后 , 然后 注意 到 ,有 上 县 有 一 个 极限 点 的 
Cauchy 序列 必 是 收 伍 移 .为 了 有 顺理成章， 最 好 在 证 明定 理 6 之 
前 , 先 证 明定 理 7， 但 我 们 尽早 强 调 全 有 界 性 的 重要 性 . 

剩 下 要 证 明 其 道 命题 . 首先 ，Bolzano-Weierstrass 性 质 显然 
意味 着 完备 性 ， 事 实 上 , 刚才 指出 ; 一 个 具有 极限 点 的 Cauchy 序 


se 02 。 


列 必 是 收 合 的。 现在 设 空间 不 是 全 有 界 的 , 则 存在 一 个 e>0, 使 
得 空间 不 能 用 有 穷 多 个 s 邻 域 来 覆盖 .我 们 作 序 列 {zw} 如 下 ; 2 
是 任意 的 , 当 zt zi 选 定时 , 选 znri 使 得 它 不 落 在 B(w1,， 8)U 
Bl(za，8)U…UB(zs, 2) 中 . 这 总 是 可 能 的 ,， 因为 这 些 邻 域 并 不 
履 盖 全 空间 . 但 很 明显 {zs 没有 收敛 的 子 序 列 , 因为 对 于 所 有 的 
m 和 n, 都 有 dlzm, zw)>s， 由 此 得 到 结论 , Bolzano-Weiorstrass 
性 质 意 味 着 全 有 界 性 ， 考 成 到 定理 6, 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

读者 应 对 下 列 事实 作 思 考 ， 我 们 介绍 了 紧 致 性 的 三 种 特性 描 
述 , 它们 的 逻辑 等 价 性 并 不 是 明显 的 。 应 当 看 清 , 这 类 结果 对 于 尽 
可 能 简明 地 介绍 证 明 来 说 是 具有 特殊 价值 的 。 


习 题 

1. 试 给 出 下 列 事实 的 另 一 证 明 ， 复数 的 每 个 有 界 序列 具有 一 个 收敛 的 
” 子 序列 (例如 运用 下 极限 》. 

2. 证 明 Heine-Borel 性 质 也 可 表达 如 下 : 彼此 不 交 的 闭 集 , 其 每 一 个 集 
族 包 含 一 个 有 穷 的 子 族 , 它们 彼此 不 相交 . 

3 用 紧 致 性 证 明 实 数 的 一 个 有 界 闭 集 具 有 一 个 极 大 值 

4、 如 果 画 配 三 … 是 不 空 紧 致 集 的 一 个 递减 序列 , 则 交 门 忌 非 
室 (Cantor 引 理 )。 用 例子 说 明 : 如 果 集 合 仅仅 是 闭 的 , 则 上 面 结论 不 一 定 成 

， 设 8 是 实数 的 所 有 序列 "= {zw} 的 集合 , 使 得 mm 只 有 有 穷 多 个 不 为 

0 定义 dl ) =max |zn 一 yn|， 问 这 个 空间 是 完备 的 吗 ? 证 明 6 邻 域 不 是 
全 有 乔 的 . 


1.5 连续 函数 


考虑 定义 在 度量 空间 8 上 而 取 值 于 另 一 度量 空间 8' 上 的 函 
数 ， 函数 也 常 称 为 映照 , 称 了 将 5S 映 入 A', 记 为 1:5>58'， 很 自 
然 地 , 我 们 主要 讨论 实 值 或 复 值 函 数 ; 后 者 偶然 也 可 取 值 于 扩充 的 
复 平面 , 这 时 通常 的 距离 就 要 换 为 Riamann 球面 上 的 距离 了 ， 
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空间 5 是 函数 的 定义 域 ， 当 然 可 以 考虑 只 以 S 的 一 个 子 集 
为 定义 域 的 函数 户 这 时 , 把 定义 域 看 作 一 个 子 空间 .在 大 多 数 情 
形 ,我 们 对 S 上 的 函数 与 它 限制 于 一 个 子 集 上 的 约束 不 作 区 别 ， 
用 辣 一 记号 表示 之 .如 果 芋 CS, 则 当 wE€5 时 , f(z) 的 值 的 全 
体 称 为 下 在 了 下 的 象 ， 记 为 f(X)，。 XX'CS 的 原 象 广 ( 玉 ) 
是 由 使 f(x)EX' 的 所 有 wES 组成， 注意 f(f:(X”))CCZ 
f/f“(f(X))DX. 

一 个 连续 函数 的 定义 实际 上 不 需 修改 :我 们 说 了 在 连续 ,是 
指 : 对 任 :一 s>0, 存在 6>0, 使 得 d(z, a)<6 列 涵 以 (jz)， 
jc))<s， 我 们 主要 讨论 在 定义 域 的 所 有 点 上 都 连续 的 函数 .下 
面 的 特性 刻 划 是 定义 的 直接 推论 ， 
: 人 必须 而 且 只 及 每 一 个 开 集 的 原 象 是 开 的 ， 


和 
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各 f 不 是 定义 在 全 部 S 上 ， 出 要 涉及 原 条 时 “ 开 ” 和 “ 闭 ” 
当然 应 该 相对 于 了 的 定义 域 来 理解 。 此 处 必须 特别 注意 的 是 , 这 
些 性 质 仅 对 原 象 成 立 ; 而 对 直接 的 象 不 成 立 ， 例 如 将 及 映 入 及 的 
映照 f(%) 一 2/(1+w2) 具有 象 (BB) = {y; 0<9y< 匡 ， 它 既 不 是 
开 的 , 也 不 是 闭 的 。 在 这 个 例子 中 , 7( 了 ) 不 是 闭 的 , 因为 卫 不 是 
紧 致 的 ， 事 实 上 , 有 下 列 定理 成 立 : 

定理 8 在 连续 映照 下 , 任 一 紧 致 集 的 象 必 是 紧 致 的 , 因而 是 


闭 的 . 
-全 一 设 了 在 紧 致 集 下 上 定义 并 连续 ， 考 虑 (下 ) 的 一 个 由 开 集 
DU 组 成 的 覆盖 原 象 广 !(U) 都 是 开 的 ,并 组 成 了 的 一 个 覆盖 . 
由 于 忆 是 紧 致 的 , 故 可 选取 一 个 有 穷 的 子 覆盖 : 对 CFDV1)U 
…Uf1DUwm)， 由 此 推 知 f( 脏 )CUiU…UDU, 这 就 证 明了 ,和 X) 

是 紧 致 的 | 

推论 紧 殖 集 上 一 个 实 值 连续 函数 必 有 一 个 极 大 什 及 一 个 机 
小 值 . 

象 是 及 的 一 个 有 界 闭 子 集 . 极 大 值 和 极 小 值 的 存在 可 从 定 
理 2 推出 来 . 
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定理 9 在 连续 映照 下 , 任 一 连通 集 的 象 是 连通 的 ， 

我 们 假定 了 在 全 空间 S 上 定义 并 连续 , 并 设 A(S) 是 8' 的 全 
体 . 设 S =A4UB, 其 中 4 和 B 是 不 相交 的 开 集 ， 那 么 

S=f (A UFTB) 

是 8 表 为 不 相交 的 开 集 之 并 的 一 个 表示 . 若 S 是 连通 的 , 即 
/1(4)=8 或 f-1(B)=G， 因 而 4=G 或 B=G， 从 而 得 出 结论 ， 
S' 是 连通 的 . 

一 个 典型 的 应 用 是 断言 ， 在 连 通 集 上 连续 的 非 零 实 信 
者 恒 正 或 者 恒 负 .事实 上 多 连通 的 , 国 六 此 是 一 不 区 亲人 各 

闻 产 SS 你 -对 一 的 如 果 f(%) f(y) 仅 当 zy 

时 成 立 ; 如 果 f(S) 一 8', 则 称 为 是 歇 上 的 全 . 同时 贞 有 这 两 种 性 质 
的 区 四 具有 道 六 ”定义 在 上 ,满足 F-:CFCc)) 一 z 和 JiCo0)) 

wz/， 在 这 一 情况 下 , 如 果 了 和 广 ! 都 连续 ， 汪 这 了 是 一 个 机 
” 照 或 同 胚 陕 照 一 个 集 的 一 种 性 质 如 果 为 这 个 集 前 所 
所 诺 看 ; 出 称 这 一 性 质 是 一 种 拓扑 性 质 ， 例 如 已 经 证 明 的 紧 致 性 
和 连通 性 就 都 是 拓扑 性 质 (定理 8 和 9， 在 这 方面 应 当 指 出 , 成 
为 一 个 开 子 集 的 这 一 性 质 并 不 是 拓扑 性 质 ， 如 果 CS 和 了 Cc 
S', 并 生 节 同 胚 喘 为 了 ,那么 就 没有 理由 说 明 克 与 了 为 什么 同 
时 是 开 的 ， 看 来 当 仿 ~ 总 一 5《 式 两 不 变 仁 ) 时 这 是 对 的 , 伍 这 是 
一 个 深刻 的 定理 ,我们 不 需要 . 

一 致 连续 的 概念 今后 将 经 党 用 到 一 般 地 说 : 一 个 条 件 ,如 果 
TS 参数 全 区 到 习 记 并 人 条 作 关于 这 


入” 


函数 或 


一 至 连续. | 
定理 10 在 紧 致 集 上 ,每 一 个 连续 函数 必 是 一 致 竹 续 的 . 


学 


TU 人 q 人 一、 
和 这 些 语 言 上 筑 抽 的 术语 可 以 换 为 内 射 (injective) ( 罗 于 一 对 一 ) 和 上 于 
(su7jective) 《对 于 映 上 )。 具有 这 两 种 性 质 的 映照 称 为 双 记 (bijective), 


* 00 。 


这 定理 的 证 明 在 使 用 Heine-Borel 性 质 的 方法 中 是 典型 的 ， 
设 了 在 紧 致 集 琶 上 是 连续 的 . 对 每 一 个 YE 和 ,存在 一 个 球 
Bly, Pp), 使 当 wE€ .Bly, p) 时 有 (f(z), f(y)) 达 se/2 (这 里 p 可 
以 依赖 于 y)， 考虑 全 的 由 小 球 B(y, p/2) 组 成 的 覆盖 ， 存 在 一 
个 有 穷 的 子 覆盖 ;和 和 CB(y pi1/2)U…UB(ym,， pm/2). 设 6 是 数 
pi/2, pm/2 中 最 小 者 ,并 设 4(w1，2x2) 过 6， 存 在 一 个 使 d(wi， 
yx) 达 Pp/2, 并 得 到 Q(xa,， yx) 二 px/2 十 5 才 54. 因此 以 (oa)， f (yx) ) 
之 8/2, df) f(yr)) 达 8s/2, 从 而 得 到 所 要 的 (f(z21), f(22)) 
< 2， 

在 非 紧 致 的 集 上 ， 有 些 连续 函数 是 一 致 连续 的 ; 有 些 则 不 是 ， 


例如 , 函数 * 在 整个 复 平面 上 是 一 致 连续 的 ,但 函数 ”就 不 然 


ON 
ww 习 题 
Vv 区 ~ 
Xl 1， 试 作 一 个 将 开 图 盘 1s| <1 映 成 整个 平面 的 拓扑 映照 . 
2， 斌 证明， 与 一 个 开 区 闻 拓 扑 等 价 的 实 轴 的 一 个 子 集 是 一 个 开 区 间 。 
(考虑 移 去 一 点 的 效果 ). 
3、 试 证 明 : 一 个 紧 致 空间 的 每 一 个 连续 一 对 一 映照 是 拓扑 映照 《证 明 闭 


集 映 成 闭 集 . ) | 
4. 设立 与 了 是 完备 度量 空间 中 的 紧 致 集 ， 试 证 明 : 存在 Ze, y€ 了 了， 
使 得 4(zx, Y) 是 一 个 极 小 值 。 x Sax 


5. 下 列 函 数 中 哪 几 个 是 在 整 实 轴 上 一 致 连 续 的 ， 
Sinx, Xanz, yp sin (C22), [sl 5 sin wo | 
Ss “1 YX | 人 SEX Ra 

、 YY fil vIn : 

1.6 拓扑 空间 四 二 XX [x %|< (A 
把 接近 程度 用 距离 来 表 出 是 不 必要 的 ,而且 常常 是 不 方便 的 . 
细心 的 读者 可 能 已 注意 到 前 几 节 中 的 大 多 数 结果 都 是 通过 开 集 来 
阐述 的 ， 确 实 ， 我 们 已 用 了 距离 定义 开 集 ， 不 过 这 样 做 实在 没有 
强 有 力 的 理由 . 如 果 我 们 决定 把 开 集 看 作 基 本 的 对 象 ， 那 就 必须 

假设 一 些 它们 应 该 满足 的 公理 . 下面 几 条 公理 引导 到 普遍 可 接受 
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的 拓扑 空间 的 定义 ， 
定义 8 人 TT 连同 它 的 一 族 称 为 开 集 的 子 集 是 一 个 拓扑 


归 
间 
十 


者 


我 们 可 看 到 这 一 术语 与 我 人 早先 着 度量 空间 开 子 集 的 定义 
是 相 容 的 ， 事实 上 , 性 质 〈ii) 和 《证 ) 要 着 重 强调 , 而 (i) 是 平凡 
的 ， 

闭 集 是 开 集 的 余 集 , 因此 怎样 定义 内 部 、 闭 包 、 边界 等 等 就 立 
即 清楚 了 。. 邻 域 是 可 以 避免 的 ,但 它们 却 是 很 方便 的 :如果 存在 一 
个 开 集 口 , 使 得 ZEU 有 旦 UCWN, 则 六 是 z 的 一 个 邻 域 . 

连通 性 纯粹 是 用 开 集 定义 的 ， 因 此 , 这 定义 转 到 拓扑 突 闻 后 ， 
各 定理 仍 保持 正确 . Heine-Borel 性 质 也 是 只 涉及 开 集 的 一 种 性 


NW 


质 ， 所 以 说 紧 臻 拓扑 空间 是 完全 有 意义 的 ， 但 是 , 定理 6 变 为 无 


意义 , 定理 7 变 为 不 正确 . 
实 味 上 , 我 们 过 到 的 第 一 个 严重 困难 是 收敛 序列 ， 定 义 是 清 
楚 的 ; 我 们 说 ,>z， 如果 2 的 任 一 邻 域 包含 除 有 穷 个 之 外 的 全 部 
ms， 但 如 果 wm 一 >2 是 zw,->y， 并 不 能 证 明 zy、， 如 果 引 进 一 条 新 
的 公理 , 把 拓扑 空间 刻 划 为 Hausdorff 空间 , 那么 这 一 丈 手 的 情况 
Wi 
人 定义 9 一 个 拓扑 空间 称 为 Hausqorff 空间 ， 如 果 它 的 任意 
人 中 7? 师 个 相 蜡 的 点 包含 在 不 相交 的 开 集 之 中 ， 
换 句 话说 , 如果 z 关 9, 则 就 要 求 存在 开 集 D 与 六 ,使 得 %ED， 
yEV, 并 且 Dn 玉 =- 凡 这 一 条 件 成 立时 ,一 个 收敛 序列 的 极限 显 
然 是 唯一 的 . 在 本 书 中 , 我 们 没有 机 会 考虑 非 Hausdorff 空间 的 
空间 . 
这 里 无 法 给 出 一 些 不 能 从 一 个 距离 函数 导出 的 拓扑 的 例子 . 
这 样 的 例子 是 非常 复杂 的 , 也 不 是 本 书 讨论 的 目的 ， 要 记 住 ;在 实 
人 —— — 
际 不 需要 距离 的 场合 引进 一 个 距离 可 能 是 不 自然 的 ， 收 进 这 一 节 


* 人 8。 -ee 


rr 


“的 理由 是 要 提醒 读者 并 不 是 必 震 的 ， 


2 共 形 性 


现在 回 到 所 有 函数 和 变数 都 限于 实数 或 复数 的 原来 情况 度 
量 空间 的 作用 将 变 得 相当 小 ， 我 们 实际 需要 的 仅 是 连通 性 和 紧 致 
性 的 某 些 简单 应 用 ， 

整个 这 一 节 主 要 是 描述 性 的 。 重 点 是 导数 和 存在 的 几何 推论 ， 

= YA | 

2.1 弧 与 邮 曲 线 一 XCA/t /4 一 2 

平面 中 弧 y 的 方程 用 参数 形式 来 表示 最 为 方便 , 那 就 是 z=~ 
v(t), y 一 y(t)， 其 中 tt 取 值 于 区 间 a<t<B， 且 z(t)、y(t) 都 是 
连续 函数 . 我 们 也 可 用 复数 记 法 z=?( 四 二 2( 引 十 包 ()， 这 一 记 


法 有 者 于 方便 的 地 方 ， 习 ， 二 作息 入 与 [a, Bj] 的 连续 


等 同 起 来 ， 按 照 这 种 习惯 ， ,最 好 把 映照 记 为 =Y(t). 

HT 那么 它 就 是 一 个 有 穷 闭 区 间 在 一 
连续 映照 下 的 象 ， 所 以 它 是 紧 玻 的 :也 是 连通 的 .但 是 ,一 段 红 还 
不 仅仅 是 一 个 点 集 , 更 主要 的 它 还 是 一 个 点 列 , 按 参数 的 递增 值 排 
出 顺序 .如 果 一 个 非 降 函 数 ;一 gp(7) 将 区 间 os 映 成 a<t 
<B, 则 z=z(p(z)) 所 定义 的 有 序 点 列 就 和 2 二 z(t) 所 定义 的 点 
列 相同 。 我 们 说 第 一 个 方程 是 由 第 二 个 方程 经 参数 变换 而 产生. 
要 这 一 变换 是 可 逆 的 , 必须 而 且 只 须 p(r) 为 严格 递增 ， 例 如 , 方 
程 :一 妆 十 说 (0<ti< 蕊 ， 就 是 由 参数 的 可 道 变换 从 方程 “一 奸 刘 
(0<t<1) 导 来 .参数 区 间 (a,B) 的 变换 常 可 借 参 数 的 线性 变换 
来 完成 , 这 种 线性 变换 具有 形式 如 #t 一 ar 二 D(c>0)， 

在 逻辑 上 ， 最 简单 的 办 法 是 把 两 段 具有 不 同方 程 的 弧 看 作 是 
不 同 的 弧 ， 而 不 间 其 中 一 个 方程 是 天 加 从 另 一 个 经 参数 变换 来 推 
出 ， 采 用 这 一 办 法 《下 面 我 们 正 是 采用 这 < 办 法 )， 那 么 证 明 弧 的 
某 些 性 质 征 区 对 变 换 下 保持 不 变 喜 很 重要 。 例如 , 一段 狐 的 起 点 
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AZ » ul : 
之 《万 )= X (Xx)tIY) i ) 


如 果 导 数 “划一 2 (如 二 iy () 存在 且 天 0， 那 么 狐 7》 基 有 一 


条 切 线 , 它 的 方向 由 argx( 确定 . 笑 们 称 弧 是 可 微 的 ,是 指 Z0) 


ey 
nL 一 名 词 太 不 方便 ); 其 全 再 有 WU 六 


0, 则 称 弧 是 直列 曾 鹿 举 的 条 件 对 除去 有 穷 个 ?丽人 夺 一 


TO 
以 外 成 立 ， 风力 分 民 可 化 分 有 正则 而 在 这 些 除外 到 反 上 ， 


2(é) 仍 将 以 具 下 庆生 款 与 入 等 数 凋 这 续 续 , 这 些 导数 分 别 等 于 & 


的 太极 限 及 下 朋 了 -而 下- 在 分 引 正则 的 情形 ,这 此 导数 0 

一 段 绝 的 可 微 性 与 正则 性 在 参数 变换 i=p(z) 下 保持 不 变 ， 
只 要 gp'(z) 是 连续 的 , 而 对 于 正则 性 , 还 要 wz) 关 0. 这 时 ,我 们 就 
称 参数 变换 是 可 微 的 或 正则 的 . 

一 段 弧 ,如果 仪 当 妈 = 妇 时 有 也 下 ) 一 %(t)， 则 称 为 简单 弧 或 
Jordan 弧 . 如 果 弧 的 两 端点 重合 , 即 z(@) -z(B)， 则 称 之 为 闭 则 
线 ， 对 于 闭 曲 线 , 我 们 把 参数 的 移 换 (shift) 定义 如 下 , 如 原来 的 
方程 为 s 一 2( 引 (a<t<p), 从 区 间 (a，p) 中 选 定 一 点 如 定义 一 


条 新 的 闭 曲 线 , 对 于 刀 <t<B, 它 的 方程 为 2=z( 旭 , 而 对 于 B<t 


< 如 十 B 一 a, 它 的 方程 为 2=2(t 一 6 十 a)， 这 一 移 换 的 目的 在 于 移 
去 起 点 的 明显 位 置 。 可 微 的 或 正则 的 闭 曲 线 及 简单 闭 曲 线 (或 
Jordan 曲线 ) 的 正确 定义 “是 很 显然 的 . 

弧 z 一 2( 引 (a<i<B) 的 反 向 弧 是 指 弧 sz (一 引 (-B<t< 
一 a) .两 个 相互 反 向 的 弧 , 根 据 具 体 情况 ， 有 时 用 7Y 及 一 y, 有 时 
用 Y 及 7 一 表示 常 值 巩 数 z(#) 定义 一 点 曲线 (point eurve). 

原来 用 轨迹 jz 一 “| =" 定义 的 圆 0, 可 以 看 作 是 一 闭 曲 线 , 它 
的 万 程 为 <=gt+re (0<t<2w)， 我 们 在 六 到 有 限 圆 的 时 候 , 将 部 

用 这 一 标准 参数 表示 这 一 约 宝 可 使 我 们 不 必 随 时 写 出 方程 而 


且 , 也 是 更 为 重要 的 一 个 目的 , 它 可 作为 区 别 C 与 的 一 个 


定 的 法 则 . 


另 .28 域内 的 解析 函数 


设 js) 是 定义 在 复 平面 的 集 4 上 的 一 个 复 值 函 数 ， 当 我 们 
考虑 导数 


. 70 ， "i 


Fi re er 和 和 : = am i mu 


， {2 fiw) 
f’ (2) =lim patna A 
->0 0 


时 , 自然 应 理解 为 2E 4, 并 且 极 限 是 关于 值 hz%-+h€4 取 的 . 办 
此 ,导数 的 存在 在 z 是 4 的 内 点 或 边界 点 时 有 不 同 的 意义 ， 避免 
这 种 歧义 的 方法 是 坚持 所 有 的 解析 函数 都 定义 在 开 集 上 . 

我 们 给 出 定义 的 形式 叙述 如 下 ， i 

定义 10” 定义 在 开 集 4 ? 上 的 一 个 复 值 乔 数 1， 如 果 它 在 


学 让 


学 和 汪 和 


为 子 刘 明 病 吕 有 时 和 7@ 是 复 解 析 的 . 通用 的 一 个 义 词 
是 全 纯 函 数 . 

要 着 重 指出 : 开 集 人 Q 是 定义 的 一 部 分 ， 作为 一 条 规则 ， 必 须 
避免 只 讲 一 个 解析 黄 数 了 (s) 而 不 各 明 画 数 记 处 的 特定 开 焦 9. 但 
若 这 个 集合 从 上 下 文 看 已 经 很 清楚 时 , 这 条 规则 可 以 不 遵守 . 注 
意 ; 首先 必须 是 一 个 函数 ,因此 是 单 值 的， 若是 9 的 一 个 天 
子 集 Te 则 限制 在 Q' 上 的 约束 是 在 2 内 解 

; 习惯 上 , 把 函数 和 它 的 约束 用 同一 字母 了 表示 . 特别 , 由 于 
eS 所 以 不 失 一 般 性 , 可 以 上 只 考虑 2 是 连 
通 的 情形 .就 是 说 , 8 是 一 个 域 的 情形 . 

为 了 措 词 上 更 大 的 “弹性 ”我 们 引入 定义 10 的 补充 于 下 ， 

定义 11 一 个 本数 f(z), 各 时 是 某 一 和 数 限 制 了 -个 任意 点 


二 和 


二 


在 4 表白 

最 后 这 定义 只 是 使 用 了 一 个 比较 方便 的 术语 ， 这 是 不 需要 将 
集 Q 明显 指出 的 一 种 情形 ,因为 8 的 特殊 选择 通常 是 无 关 重要 
的 , 只 要 它 包 含 4. 另 一 种 可 以 不 指明 2 的 情况 是 :“ 设 了 (2) 在 知 
解析 ”， 它 的 意思 是 : 函数 f(z) 在 2 的 某 一 未 规定 的 开 邻 域 中 有 
定义 并 且 可 导 . 

虽然 ,上面 的 定义 要 求 所 有 的 解析 函数 应 该 是 单 值 的 ,但 也 可 
以 研究 象 V z 、logz、 或 arc cos z 等 一 类 的 多 值 函 数 , 只 要 把 它们 
限制 于 一 个 一 定 的 域 ， 在 其 中 可 以 选择 函数 的 一 个 单 值 而 解析 的 


es 了 Ts 


人 


分 文 . 

例如 , 我 们 可 以 选择 8 为 负 实 负 z<0 的 余 集 ; 这 一 集 当 然 是 
开 的 且 连 通 的 . 在 2 内 , MV zx 有 而 且 只 有 一 个 值 具有 正 的 实 部 . 
如 取 这 个 值 作为 Vz, 则 = vz 就 变 为 8 内 的 一 个 单 值 函 数 ; 
现在 我 们 来 证 蚂 它 是 连续 的 .。 选 定 两 点 红 、22 E40, 并 记 多 的 对 应 
值 为 圾 一 钥 十 ivi， ws 二 ws 十 2v9， 其 中 内 0 于 是 

| 22 = wi wil = | m2) * | + wal, 

上 且 | 十 ws| 这 尾 十 > 因此 


| 一 203 | <- 2 | ~， 


由 此 可 知 w= Mz 在 1 处 连续 连续 性 一 经 确立 以 后 ,就 可 从 反 
疯 数 z=2 的 求 导 中 证 明 其 解析 性 , 事实 上 ,应 用 微 积 分 学 中 所 用 
的 记 法 ，4: 一 0 蕴涵 dw->0， 因 此 


Aw do0 
li = 1im 
0 Ns jos A ? 
Zz ow 1 1 1 ™ 
了 是 得 pr 
Ow 


它 具有 与 V3 同样 的 分 支 ， 

对 于 logz, 我 们 可 以 用 同一 个 域 Q, 它 由 负 实 轴 的 余 集 组 成 ， 
并 以 条 件 |Im log z| <w 定义 对 数 的 主 支 ， 它 的 连续 性 也 必须 加 
以 证 明 , 但 现在 没有 代数 恒等式 可 用 ， 因 此 必须 应 用 更 一 般 的 理 
由， 以 w=w% 十 w==1l0ogs 表 示 主 支 。 对 于 给 定 的 一 点 他 = 十 名 y， 
15 过 x 及 一 给 定 的 6<<0， 考 虑 ww 平 面 内 由 不 等 式 |w 一 ww | 之 s， 
wo <<z,， |w 一 | 过 log2 所 定义 的 集 4， 这 一 集 是 闲 且 有 界 的 , 是 
对 于 充分 小 的 8, 它 不 是 空 集 ， 因 此 ,连续 函数 |e* 一 em| 在 4 上 
具有 一 个 极 小 值 p (定理 8 的 推论 )， 因 为 4 并 不 包含 wi 十 n.2xi 
的 任 一 点 , 故 这 一 极 小 值 是 正 的 , 命 6min(p, 地 o"), 并 设 

[gi1— gol = [ew — ev:| 6 

则 ws 不 能 位 于 4 中 ,否则 将 使 je* 一 e*| 宇 p 宇 8， 而 且 也 不 可 
s 12 。 


能 有 二 一 log2 或 Wt iog 2; 在 前 一 种 情形 下 ， 将 得 
i161— 6 | > 6* em> 荆 5 e"2>6, 在 后 一 种 情形 下 , 将 得 
[evi— Ot:| 06u er > 0, 


因此 ws 必 在 圆 盘 Iw 一 wi| 过 8 中 ,这 就 证 明 ww 是 > 的 连续 函数 ， 
象 上 面 一 样 , 从 连续 性 可 知 其 导数 人 存在 且 等 于 1/z. 

arc cosz 的 无 穷 多 个 值 就 和 og(z 十 /2 一 1 ) 的 值 一 样 。 在 
这 种 情形 下 , 我 们 把 x 限制 于 半 直 线 ws -二 9 一 0 与 x 之 1, y=0 
的 余 集 2 之 中 。 因为 1 一 2 在 2 中 不 能 为 负 实 数 或 零 , 故 可 象 
第 一 例 一 样 来 定义 V1 一 恤 ， 然后 令 Vw 一 l1=iM1 一 必 、 不仅 
如 此 ，z 十 M2 一 I 在 Q' 中 不 能 为 实数 ， 这 是 因为 < 十 MY 一 1 与 
z 一 M2 一 1 互 为 倒数 ,因此 它们 仅 当 % 与 V 党 -二 都 是 实数 时 机 
是 实数 ; 而 这 只 发 生 在 sz 位 于 实 轴 的 被 排除 的 部 分 时 .由 于 4 是 
连通 的 ， 故 知 ?十 M2 一 1 在 中 的 所 有 值 都 位 于 实 轴 的 同一 便 ， 
而 由 于 是 这 样 一 个 值 , 故 它们 都 位 于 上 半 平 面 内 . 这样 ,我 们 可 
以 定义 log (zs 十 V2 一 ) 的 一 个 解析 分 支 使 它 的 虚 部 位 于 0 与 
之 间 . 于 是 得 2 中 的 一 个 单 值 解析 函数 

arc cosZ=tlog (z+ V2 —1 —1), 
它 的 导数 为 
Darccosz=% (t+ 7 -二 一 )- A 
叱 处 Vi 一 恤 具有 正 的 实 部 . 

在 上 面 这 些 例子 中 , 选 定 域 和 单 值 分 支 的 方法 并 不 是 唯一 的 . 
因此 , 在 每 次 考虑 到 象 logz 这 样 的 函数 的 时 候 , 分 文 的 选择 都 要 
加 以 说 明 . 一 个 基本 的 事实 是 在 某 些 域内 要 定义 logz 的 单 值 而 
解析 的 分 支 是 不 可 能 的 。 这 一 点 将 在 积分 一 章 中 证 明 . 

1.2 节 的 所 有 结果 , 对 于 在 开 集 内 解析 的 函数 属 有 效 。 特别 ， 
人 2 内 的 一 个 解析 沙 数 的 实 部 和 上 碟 部 满足 Qauchy-BRiemann 方程 ; 
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反之 , 如果 公 及 v 在 2 内 满足 这 些 方程 , 且 如 果 偏 导数 连续 , 则 
w+iw 是 日 内 的 一 个 解析 函数 . 
一 个 在 2 内 解析 的 函数 如 果 化 为 一 常数 , 则 称 为 退化 ， 在 下 
面 的 定理 中 ,我 们 列 出 一 些 具有 这 样 结果 的 简单 条 件 ， 
_ 定 理 11 在 域 人 内 的 一 个 解析 于 数 ， 如 其 导 旬 便 等于 等 则 


入 
二 


雪 


“导数 生 等 于 零 就 意味 着 Ou/O%, 0u/0y, Ov/0%, OV/0y 都 等 于 
堆 ， 由 此 可 知 v“ 及 ,在 2 内 任何 一 条 平行 于 坐标 轴 之 一 的 线段 
上 都 为 常数 .在 1.3 节 定 理 3 中 我 们 已 经 指出 , 一 个 域内 的 任意 
两 点 都 可 以 用 整个 位 于 域内 而 其 线段 与 坐标 条 耶 行 的 折线 连 坊 起 
来 , 因此 知 十 如 为 常数 ， 
如 果 % 入 或 5 为 浓 数 , 则 
.OU 0O? i 20 — 


因此 f(z) 必 为 常数 .如 妇 十 为 币 数 , 则 
Ou OPV | 
us" Br 
Ou Ov _ _,, Ov 0% _ 
日 Vay Oy | Ox 12 Ox 
由 这 些 方程 可 知 , 只 要 行列 式 色 十 多 不 等 于 零 , 必 有 
W007 
0 Ox 


但 如 在 一 点 上 刀 二 好 =0, 则 它 将 恒 等 于 零 ， 从 而 f(z) 便 证 等 于 稚 
因此 , f(%) 在 任何 情形 下 均 为 种 数 . 

最 后 ,如 arg f(2) 为 常数 ,可 令 w=%%， 其 中 天 为 常数 (除非 
恒 等 于 零 )、 但 4 一 妃 是 十 统 )j 的 实 部 ， 因此 仍 得 /应 为 常数 
的 结论 . 

注意 ,对 于 这 一 定理 ， 从 本 质 上 说 口 应 为 一 个 域 否则 , 我 们 
只 能 断定 了 (z) 在 8 的 每 一 分 集 上 是 常数 . 


e fd 


习 ”是 
1. 试 在 一 个 适当 的 域 中 给 出 VI+s +VI-z 的 一 个 单 售 分 支 的 精 
确定 义 , 并 证 明 它 是 解析 的 . 
2. 同样 为 log logs 定义 一 个 单 值 分 支 ,并 证 明 它 是 解析 的 . 


3，, 们 太 5) 在 域 内 解析 ， 并 满足 条 件 | js 六 -下 < 天主 证 明 在 整个 吕 
或 者 Re f(z)>0, 或 者 Re f(g) <0. 


2.3 共 形 映照 


设 包 含 于 域 Q 内 的 一 段 弧 ?> 的 方程 为 zz(t) (a<t<B), 并 
设 f(z) 在 @ 久 有 定义 而 且 连 续 ， 则 方程 w= w( 的 = 六 (的 ) 规定 
w 平 面 上 的 一 段 弧 y'， 我 们 不 妨 称 它 为 7 的 象 . 
考察 在 2 内 解析 的 f(z)。， 如 z(t) 存在 , 则 这 人 的 也 存在 , 且 
由 下 式 确定 ， / | 
w(t) =f 2 (0). (DD 
现在 我 们 来 研究 这 一 方程 在 一 点 zo=z(to) 处 的 意义 ,此 处 
z(to)F0, f(z0) 0. 
第 一 个 结论 就 是 w(to) 直 0。 因此 ?> ,在 wo 二 f(g0) 处 具有 一 
条 切线 其 方向 由 下 式 确定 | 
| argw’ (to) =arg f’'(z0) +argz (to), (2) 
这 一 关系 断言 7 在 zo 处 的 有 向 切线 与 yY 在 wo 处 的 有 向 切线 之 
间 的 来 角 等 于 arg jj(zo)， 因 此 它 与 曲线 了 无关. 由 于 这 一 理由 ， 
通过 各 而 互 切 的 曲线 将 映 成 在 wa 处 互 切 玖 丽 强 ， 不 仅 贡 此 ， 在 
”zw 处 交 成 一 个 角 的 两 条 曲线 将 映 成 两 条 曲线 ， 保持 其 交角 的 大 小 
和 方向 不 变 。 根据 这 一 性 质 , 我 们 把 vw= 一 (2) 所 确定 的 映照 在 所 
有 f(z) 关 0 的 各 下 
映照 的 一 不 右 关 作 大 吉 太 措 fF 四 的 分 析 中 推出 。 我们 有 


lim A | fF (zo0) | ， 


fzo 
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这 就 是 说 以 名 为 一 端点 的 仔 一 小 线段 在 极限 情形 下 以 比例 | 了 x0) 


收缩 或 展 伸 。 换 真 之 。 在 % 处 ， OE 


的 线性 变化 写 方 疝 无关， 一 般 说 来 ,这 种 尺度 的 7 


有 反之 ,很 明显 地 可 以 看 出, 两 类 共 形 性 共同 保证 了 六 (0) 8 
在 ， 但 由 一 类 共 形 性 单独 地 推 币 万 (so) 玖 存在 杭 不 那 公 明显 ;至 
在 所 而 的 正则 性 假设 下 如此， 


HE 的 正则 性 假设 下 如 此 


更 精确 地 来 说 , 假 疫 全 导数 2f/92 及 2f/0y 都 是 连续 的 , 存 久 
情形 下 的 Ce) 多 人 


w (to) = (ty) + Hy (to), 
这 里 偏 导数 取 在 窑 处 - De (to) 表示 , 则 可 写 为 
w(t) ~ 委 ( 外 -i 如 )z(t)+ 计 (名 + 全 )z). 
如 果 保 持 角 不 变 ，arg [so'(to)/z'(to)] 应 不 依赖 于 argz (to). 


因此 ,表达 式 
1 /of of of g(to) 
pA 3 )+ 豆 (让 二 WW) 3) 
应 具有 一 个 不 变 的 幅 角 。 当 argz (to) 变化 时 , 由 (3) 所 表示 的 点 


画 出 一 个 以 
豆 |( 匣 )+ 计 芒 ) 和 


为 半径 的 圆 . 在 这 个 圆 上 幅 角 不 可 能 为 常数 , 除非 圆 的 半径 等 于 
零 , 因 此 必须 有 


i (4) 


”这 就 是 Cauchy-Riemann 方程 的 复 形式 .， 四 
同 理 , 尺 度 的 改变 不 依赖 于 方向 这 一 条 件 意味 着 (3) 式 的 模 应 
不 变 . 在 一 个 圆 上 , 要 模 为 常数 , 仅 当 圆 半径 等 于 零 或 圆心 在 原点 


”时 才 可 能 .在 第 一 种 情形 下 ,我 们 得 ( 忽 式 ,而 在 第 二 种 悄 形 下 ， 有 


上 式 表示 FC 是 解析 的 ， 由 具有 非 零 导 数 的 解析 函数 的 共 弦 函 
。76 。 : 


数 所 确定 的 映照 称 为 是 间接 共 形 的 .显然 , 它 将 保持 大 小 不 变 , 但 
角 的 符号 则 相反 . 

如 果 由 ww 二 f(z) 所 作 的 9 的 映照 是 拓扑 的 ， 那 么 反 函 数 “= 
广 :(w) 也 是 解析 的 ， 这 一 断言 在 (2) 去 0 时 很 容易 证 明 , 因为 此 
时 反 函 数 的 导数 在 点 z= 了 -1(w) 处 必须 等 于 1/f(z)， 在 后 面 我 
们 将 证 明 , 在 一 个 解析 函数 所 作 的 映照 是 拓扑 的 情形 下 ,f(z) 决 
不 能 等 于 零 . 

如 采 映 辕 限 制 在 zo 的 一 个 充分 小 的 邻 域内 , 则 由 (名) 关 0 
就 完全 可 以 断言 这 映照 是 拓扑 的 ， 这 可 从 微 积分 学 中 的 隐 函 数 定 
理 推出 ,因为 函数 =w《z, 9), 4 二 2(w, 9y) 在 点 加 处 的 Jacobi 行 
列 式 是 | 了 (zo) |? 因而 关 0， 在 后 面 , 我 们 将 介绍 这 一 重要 定理 的 
一 个 简单 证 法 . 

但 是 ， 即 使 在 整个 区 
域 Q 中 都 有 f(z)x*0, 我 
们 也 不 能 断言 整个 区 域 的 
映照 一 定 是 拓扑 的 为 了 
说 明 这 一 点 ， 可 参看 图 > 
3—1 在 图 中 ， 和子 域 Q1 及 图 3-1 二 层 互 相让 盖 的 区 域 
Qs 的 映照 都 是 一 对 一 的 , 但 它们 的 象 则 互相 交 迭 ,我 们 可 以 把 整 
个 区 域 的 象 设想 为 一 个 透明 的 膜 , 它 是 部 分 地 自 相 遮 盖 着 的 。 这 
就 是 Riemann 在 引进 现在 称 为 Riemann 面 的 广义 区 域 时 所 用 
的 简明 而 有 效 的 观念 。 


2.4 # 长 度 和 面积 


我 们 看 到 , 在 共 形 映照 f(z) 下 , 一 个 无 穷 小 线段 的 长 度 在 点 
“被 滋 上 因子 | 六 so) 由 于 变形 在 各 个 方向 是 相同 的 , 所 以 无 穷 
小 面积 显然 被 乘 以 1 (2) 12 

现在 我 们 把 这 置 于 严格 的 基础 上 .从 微 积 分 知道 ， 具有 方 
程 z 一 (让 ==w( 匀 十 多 ( 引 (a<t<05) 的 可 微 弧 y 的 长 度 由 下 式 给 
出 ， 

: ss i。 


L(y) -| VD To dt -| Iw(t) |e. 
象 曲线 7 由 w=w(t) 一 f(z() 确定 , 其 导数 为 w(t) = 了 (z(t))。 
z(t)、 这 样 , 它 的 长 度 是 
Ly)=| FCC) 1 2 0 Ia. 


习惯 上 用 下 面 较 短 的 记号 表示 ， 

Ly)=| ll, LY=) FW 图 
注意 ; 在 复数 的 记 法 中 ,关于 弧 长 积分 常用 的 微 积分 记号 如 要 换 
为 |dzl. 


设 如 是 平面 中 的 一 个 点 集 , 其 面积 
4(B)=|| dv dy 


可 以 表 成 Riemann 二 重 积分 ， 若 f(z) 一 ww, Y) 十 说 (%, 胃 是 一 

个 双 问 可 微 映照 , 则 根据 积分 变量 的 变换 规则 , 象 忆 = 请) 的 面 

积 由 下 式 给 出 ; | 
A(H') -|| [Usdy — Uds | drady. 


但 车 f(z) 是 一 个 包含 召 的 开 集 的 共 形 映照 ， 则 根据 Cauchy- 
Riemann 方程 ， Usdy 一 zt 一 [ 产 (s ”因而 得 到 


7 AB’)=|| 1F0%) lavay (6) 
公式 (5) 和 (6) 在 复 分 析 中 通常 称 为 几何 函数 论 的 部 分 ,有 重 
要 应 用 。 
3 线性 变换 


在 所 有 的 解析 函数 中 ,一 阶 有 理 函 数 具有 最 简单 的 映照 性 质 ， 
因为 这 些 澳 数 确定 的 从 扩充 平面 到 自身 的 映照 既是 共 形 的 ， 叉 是 
拓扑 的 . 线性 变换 还 有 非常 奇特 的 几何 性 质 . 因此 , 它们 的 重要 性 


eg。 


ob™ 


远 不 止 只 是 为 共 形 映照 提供 简单 的 例子 .希望 读者 对 这 一 几何 面 
铬 子 以 特别 重视 , 从 此 可 以 获得 一 些 简单 而 非常 有 价值 的 技巧 . 


3.1 线性 群 
我 们 在 第 2 章 第 .4 节 已 经 提 到 线性 分 式 变换 
w—8(%) = (7) 


其 中 wd 一 pe 关 0， 有 道 


_ Ww—b 
2 一 人 (Ww) = rs " 


特殊 值 S(ce)=a/e 和 SC 一 Q/e) =co 可 以 作为 约定 而 引入 , 也 可 
以 作为 <->co 和 %-> 一 d/c 的 极限 而 引入 。 根据 后 一 解释 ， 显 见 & 
是 扩充 平面 映 成 自身 的 一 个 拓扑 映照 , 其 拓扑 由 Riemann 球面 
上 的 距离 定义 . / | 

对 于 线性 变换 , 通常 我 们 将 SCz) 改 记 为 Sz， 在 表示 式 (7) 
中 , 如 果 aa 一 5c 一 1,， 则 称 它 是 规范 化 的 。 很 明显 , 每 一 线性 变换 
都 有 两 个 规范 化 的 表示 式 ， 其 中 一 个 可 以 从 另 一 个 经 改变 系数 符 
号 而 得 到 . : 

表示 一 个 线性 变换 的 方便 办 法 是 使 用 齐 次 坐标 。 令 z=/%， 
一 Wi/Wa， 则 如 果 


2 一 CQ&21 十 六 za ， 


(8) 


109 = C%1 十 QZ3 ， 


(人 (人 


或 号 成 矩阵 形式 


便 有 =Sz， 利 阵 记 法 的 方便 之 处 主要 在 于 它 可 使 一 个 复合 变换 


ww 一 SuS2z 易于 确定 ， 如 果 我 们 用 下 标 来 区 分 51 与 Sa 对 应 的 矩 
阵 , 则 易 证 S1Ss 可 用 如 下 的 矩阵 乘积 来 确定 . 


本 同 [ | (et biCs i 
C1 ds Ca a CTCa 十 QiCa cibs 十 Oia 


所 有 的 线性 变换 组 成 一 个 群 。 事 实 上 , 结合 律 (S18S,)Ss = 
。 79 。 


站 Se 


Si(SsSs) 对 任意 变换 都 成 立 . 恒等式 ws 是 一 线性 变换 ,线性 
变换 的 反 变 换 仍 是 线性 的 ， 比 红 :za 关 0:0 都 是 复 射 影 线 上 的 点 ， 
而 (8) 表明 线性 变换 群 就 是 复数 一 维 射 影 群 , 通常 记 为 P(1, 0). 
如 果 我 们 只 用 规范 化 表示 式 , 那么 (8) 就 是 行列 式 为 1 的 2 阶 和 矩阵 
的 群 ( 记 为 SL(2, C0)), 不 过 有 两 个 相反 的 矩阵 对 应 于 同一 个 线性 

对 矩阵 记 法 , 我 们 不 作 进 一 步 的 使 用 , 不 过 要 指出 , 最 简单 的 
线性 变换 对 应 于 如 下 形式 的 矩阵 ; 


CE 


其 中 第 一 个 , w==z 十 a, 称 为 平移 ， 第 二 个 , w 一 如 ， 当 | 丰 一 1 时 
是 一 旋转 ,而 当 %>0 时 是 相似 变换 。 对 于 任意 复数 0, 令 有 = 
18i -8/18|， 因此， w= Vz 可 看 作 是 一 个 相似 变换 之 后 接着 作 一 旗 
转 所 得 的 结果 . 第 三 个 变换 , w=1/s, 称 为 反 演 . 
如 c 和 0， 则 

CU 十 D __ be~ad & 

ct+a z+ta/ce) 60° 
这 一 分 解说 明 最 普通 的 线性 变换 是 由 一 个 平移 、-- 个 反 演 、 一 个 放 
转 及 一 个 相似 变换 与 另 一 平移 所 组 成 。 如 ce 一 0, 反 演 不 存在 , 最 
后 一 个 平移 亦 不 需要 了 . 


习 ， 题 
1， 求 证 反射 22 不 是 一 个 线性 变换 . 
_ 8 十 2 2 
2. 如 2 二 3， 了 3 g++1” 


求 TITsg、 TT18 及 TT!1T2. 

3， 试 证 明 将 原点 变 为 原点 并 保持 所 有 距离 不 变 的 一 个 最 一 般 的 变 疯 或 
者 是 一 个 旋转 , 或 者 是 一 个 旋转 之 后 接着 一 个 关于 实 铀 的 反射 . 

4. 试 证 明 将 实 轴 变 成 它 本 身 的 任何 线性 变换 都 可 以 写成 实 系数 式 ， 
» 80* 


[op 


A 


3.2 交 比 


在 扩充 平面 上 给 定 三 个 不 同 的 点 生 名、z4， 则 有 一 个 将 这 些 
点 变换 为 1 0, oe 的 线性 变换 8 存在 ， 如 已 知 各 点 中 没有 一 点 是 
co, 出 8 将 由 下 式 确定 ， 


Sz =— 之 一 Ya 23 一 3 (9) 


YZ — 4 So 4 " 
如 za、 zs 或 有 4 二 co， 则 变换 分 别 化 为 
Zs Za 一 24 一 和 
Y 一季 2— Ya” Za— Ys ” 

如 工 为 具有 同样 性 质 的 另 一 变换 ， 则 832 将 置 点 1, 0, %% 
不 变 . 直接 计算 表明 ,这 仅 对 忆 等 变换 为 真 , 因而 有 总 = 二 由 此 
可 知 疙 是 了 唯一 确定 的 . 

定义 到 在 2 2 2 变 为 1, 0, eco 的 线性 变换 下 , 拉 的 象 点 
称 为 Hi, YI YH3, KH4 的 交 比 ， 记 做 (21, 2&2，23， 24) . 

这 一 定义 仅 当 zo、%s, %a 是 不 同 的 点 时 才 有 意义 . 当 四 点 中 有 
三 点 相 异 时 , 可 以 引入 约定 数值 ,但 这 对 我 们 是 不 重要 的 ， 

交 比 在 线性 变换 下 是 不 变 的 .更 精确 的 叙述 是 : 

定理 12 如 z、zo、 23, %4 为 扩充 平面 上 四 个 相 异 点 , 工 为 任 
一 线性 变换 , 风 

(Pz1, Tzo, Tgg, T%4) = (g1, Ko, Ha, C4), 


这 一 定理 的 证 明 是 很 显然 的 ， 因 为 如 果 Sz%= (21， ?3,%3， 2Z4) ， 
则 ST 将 了 go， Tzs，Tw 变 为 T，0，co. 因此 ,根据 定义 有 
Tz, Tza, Tga, Ts) 一 (or = S21= (R14, Ya, K3, La). 
背 助 于 这 一 性 质 ,我 们 立刻 可 以 写 出 将 已 知 点 如、 *%、%% 变 到 
规定 位 置 wi、%wa、 ws 的 线性 变换 .这 个 变换 应 为 
(WwW, Wi1, Wa, Wa) — (2, 21, 9, 3), 


当然 ,一 般 还 必须 从 这 方程 中 解 册 y. 


| 


这 一 定理 根据 初等 几何 学 原理 是 很 显然 的 , 因为 我 们 有 


&T 一 23 《2 3 
4 &3 一 4 


如 果 这 些 点 都 位 于 一 个 圆 上 ， 则 上 式 等 0 或 土 x, 依 点 的 相互 位 
置 而 定 . 

由 于 Tz 一 (2, za sa 4) 在 而 县 只 在 实 轴 经 全 变换 后 所 成 
的 象 上 取 实 数 , 因 此 要 从 分 析 上 证 明 这 一 定理 ,我 们 只 要 证 明 在 任 
一 线性 变换 下 实 轴 的 象 或 者 是 一 圆 或 者 是 一 直线 即 可 . 

当 > 为 实数 时 w= 了 -二 的 值 满足 方程 TwTw， 显 然 ,这 一 
条 件 具 有 如 下 形式 ， 

awi+b aw+b 


C20 十 地 cwt+a 


交叉 相 滋 后 得 

(gc~ca) wl+ (ed 一 c8)W 二 (pc-ccJw+5 一 吧 一 0. 
如 则 上 式 为 一 直线 的 方程 ， 因 为 在 这 一 情况 下 系数 
qd 一 5c8 不 能 同时 为 零 ， 如 ac 一 cz 不 0, 我 们 可 用 这 一 系数 除 全 式 ， 
并 完 EE 成 平方 , 经 简单 计算 后 得 到 


二 CC 一 cb 
ac—ea 


ad 一 Dec 


多 
CC 一 (CCZ 


这 是 一 个 圆 的 方程 , 

最 后 的 结果 表明 在 线性 变换 的 理论 中 ， 我 们 用 不 到 区 别 加 和 
直线 ， 这 从 它们 在 Riemann 球面 上 都 对 应 于 圆 这 一 事实 可 以 进 
一 步 得 到 解释 ， 因此 , 我 们 今后 将 在 这 一 广义 的 意义 下 使 用 圆 这 
个 字 @. 

下 面 是 定理 12 和 18 的 直接 推论 ， 

定理 14 线性 变换 将 圆 变 为 圆 . 


过 


i1. 试 求 出 将 0, i， 一 i 变 为 1， 一 1, 0 的 线性 变换 ， 
@ ”这 一 说 法 只 有 在 研究 线性 变换 时 有 效 ， 
+ 86 ， 


2， 试 将 对 应 于 四 点 的 24 个 排列 的 交 比 用 和 = (el，sa， ss，s) 表 示 出 来 . 


3， 如 一 四 边 形 的 相 邻 项 点 Bi1, CD 23, 4 都 位 在 一 个 圆周 上 ， 求证 
121 一 53 183 一 2 一 81 一 8 183 -Sal 十 1282 一 253) ' 181— S41, 
并 从 几何 上 解释 这 个 结果 . 


4+. 试 证 明 任意 下 个 相 异 点 可 用 线性 变换 变 至 1，--1，k， 一 k 的 位 置 ， 
上 比 处 的 值 依 点 而 定 , 这 里 共有 和 多少 个 解 ? 它们 怎样 相关 ? 


3.3 对 称 性 


点 及 2 是 关于 实 轴 对 称 的 . 实 系 数 的 线性 变换 把 实 轴 变 为 
实 轴 , 并 把 点 z, z 变 为 仍然 是 对 称 的 点 . 更 一 般 地 说 ， 如 果 线 性 
变换 人 把 实 轴 变 为 一 个 圆 C， 则 我 们 说 点 多 ==7z 及 w*=Tz 关于 
C 对 称 ， 这 是 ww 及 CO 之 闻 的 一 种 关系 , 它 与 了 无 关 . 事实 上 ， 
如 为 将 实 轴 变 为 C 的 另 一 变换 ， 则 ST 是 一 实 变 换 ， 因 此 
Sa 一 Sr 及 S-1w* 一 STDz 也 是 其 罗 的 ， 这 样 ,我 们 可 把 对 称 
性 定义 如 下 ; | 

定义 13 点 xz 及 2 称 为 关于 过 反 好 2 的 圆 C 对 称 , 必须 
而 且 只 须 (z , 21, Za, 3) =— (2, 1, La, ga, 23) . 

C 上 的 点 ,而 且 只 有 这 些 点 ,是 与 它们 自身 对 称 的 . 把 点 2 变 
为 2 的 映照 是 一 个 一 一 对 应 , 称 为 关于 C 的 反射 ， 显然 ,两 个 反 
射 组 成 一 个 线性 变换 . 

现在 我 们 来 研究 对 称 的 几何 意义 ， 先 设 为 一 直线 ， 我 们 可 
取 zs= ceo, 则 对 称 的 条 件 变 为 | 

ns el) 
2 一 22 21— go 
取 绝 对 值得 |x 一 22| 一 | 一 2 ， 此 处 因 可 以 为 C 上 的 任 一 有 限 
点， 因此 可 二 及 ”至 上任 一 点 的 距离 都 相等 . 由 (10) 还 可 
得 


类 
必 一 儿 
ZIT 9 g1 Yo 


因此 及 * 位 于 C 所 界定 的 两 个 不 同 的 半 平 面 内 人 . COC 是 2 及 
人 @ ”除非 它们 重合 而 都 位 于 C 上 . 


Tm 


es So »， 


** 连 线 的 垂直 平分 线 , 这 一 点 留 给 读者 自己 来 证 ， 
现在 我 们 来 讨论 C 是 一 个 有 限 圆 的 情形 ， 设 C 的 圆心 为 a， 
半径 为 如 .多 次 应 用 交 比 的 不 变性 可 得 如 下 结果 ; 
(2, Z1, a, 2L3)= (2—0, 对 一 G，22 一 C gs—Q) 
(一 RE BR R? ) 


一 一 一 ， ，- 一 一 一 
SI ow pa—w 


双 
=( 一 一 SIT 一 过 ) tg 0, ssa) 


2 一 儿 


RR? 
-过 - 一 十 人) KN1, a, zs ). 


这 一 方程 表明 * 的 对 称 点 为 x B/G 4) 十 a, 或 者 说 及 * 满 
足 方 程 z 

(2 —0) (2—a)= BR. (11) 

:+ 因此 “与 ?至 圆心 的 距离 的 相 

乘积 |x** 一 a| .|z 一 a| 等 于 BR. 此 

外 , 比 (% 一 4)/(z 一 0) 为 正 , 这 说 

明 z 及 zs* 位 于 由 4 引出 欧 辣 一 

条 半 直 线 上 .这 提供 了 一 个 作 。 

的 对 称 点 的 简单 作 图 法 (图 3-2)， 
注意 , 4 的 对 称 点 是 ee. 

图 3-2 ”关于 贺 的 反射 定理 元 (对称 原理 ) 如 一 

线 必 变换 将 -个 Cu 变 为 圆 Ca， * 则 这 一 变换 党 将 关于 O41 对 称 的 


和 


得 


商 咯 地 说 线性 变换 保持 对 称 住 ， 如 04 或 0， 为 实 轴 , 则 这 一 
原理 直接 可 由 对 称 的 定义 得 出 ， 在 一 般 的 情形 下 , 应 用 一 个 把 加 
O; 变 为 实 轴 的 中 间 变 换 即 可 得 到 定理 的 证 明 ， 

有 了 两 种 方法 应 用 对 称 原理 ， 如 果 在 某 一 线性 变换 下 , O 及 。 
的 象 为 已 知 , 则 应 用 对 称 原理 可 求 得 * 的 象 ， 反 之 , 如 及 必 的 
象 为 已 知 , 则 C 的 象 必 为 及 内 象 的 对 称 轴 。 虽 然 这 还 不 足以 确 
定 C 的 象 ,但 是 我 们 所 得 的 知识 仍然 是 有 价值 的 . | 

对 称 原理 实际 可 应 用 于 求 圆 0 到 贺 0 的 线性 变换 的 问题 
a B4.. 


上 .知道 了 C 上 的 三 点 zo, zs 变换 到 0 上 的 三 点 wr, wa, Ws， 
通常 就 可 确定 出 这 一 变换 ; 这 时 的 变换 为 (WwW，2w1，Wwa，2%08) 一 (2， 
sz2， za)， 如 果 规 定 C 上 的 一 点 4 对 应 于 CO 上 的 一 点 wm, 不 在 
OC 上 的 一 点 za 变 到 不 在 0 上 的 一 点 ws， 则 变换 亦 可 确定 。 因为 
由 此 可 知 (se 关于 C 的 对 称 点 ) 必 须 对 应 于 wi (wa 关于 C 的 对 
称 点 )， 因而 从 关系 式 (ww, Wi, Wg, 402 】 SD (%, Z1, 2) 22 ) 可 得 所 求 
的 变换 ， 


习题 
1， 求证 每 一 个 反射 将 贺 变 为 团 。 
2. 试 将 虚 轴 .直线 2=y、 图 js| 一 1 反射 到 图 12|=1 上. 
3. 在 上 题 中 ,试用 几何 作 图 法 作出 反射 


4.， 试 求 可 以 将 加 1| =2 变 为 s+11 一 1 将 点 一 3 变 为 原点 , 将 原点 变 
为 的 红 性 突 折 、 

. 试 求 将 贺 |s| = 五 变 为 它 自身 的 线性 变换 的 最 一 般 形式 ， 

5， 一 线性 变换 把 一 组 同心 加 变换 为 另 一 组 同心 加 , 试 证 明 加 半径 之 比 
不 变 . 

7. 试 求 一 个 可 以 把 |z| = 工 与 |: 一 卫 | = 地 变换 为 同心 贺 的 线性 变换 . 
半径 之 比 怎样 ? 

8. 试 求 一 个 可 以 把 |s| =1 及 一 2 变换 为 同心 加 的 线性 变换 。， 


3.4 有 向 圆 
由 于 S(z) 是 解析 的 , 并 且 


rf _ od — bc 
SD (2) = (cz 十 人 *0, 


故 对 * 关 一 @/e 和 oo, 映照 一 SCz) 是 共 形 的 . 由 此 可 知 , 两 个 相 
交 的 圆 映 成 有 相同 交角 的 圆 . 此 外 ， 角 的 方向 是 保持 不 变 的 ， 从 
喜 党 的 观点 看 , 这 意味 着 左 和 右 保持 不 变 , 但 这 需要 一 个 更 精确 的 
阐述 . 

圆 C 的 一 个 定向 由 C 上 的 有 序 三 重点 和、%、% 确定 。 相对 


5。 


于 这 一 定向 , 如 果 Im (z, 2，2a，s) >0， 不 存 C 上 的 一 点 “ 称 为 
位 于 C 的 右边 ， 如 果 Im (2 st za,zs)<0， 就 称 位 于 C 的 左边 (这 
与 日 常 的 用 法 一 致 ， 因 为 (i, 1，0,，co) = 人 .这 里 主要 的 是 要 证 
明 一 共 只 有 两 种 不 同 购 定 向 . 这 是 指 ; 对 于 所 有 的 三 重 反 来 说 , 左 
方 和 右 方 的 意义 可 以 不 论 , 但 左右 之 间 存 在 着 的 区 别 则 是 共同 的 . 
由 于 交 比 是 不 变 的 ,所 以 内 要 研究 C 是 实 灿 的 情形 驶 够 了 。 于 是 
az+o 

CZ 十 过 


(Z, 1, 22, 2%3) 一 
其 中 系数 是 实 的 ,经 简单 计算 得 
Im (%, Zi 22， 二 -二 0 Tm 


我 们 看 到 右 方 和 左 方 之 间 的 区 别 就 条 上 半 平 面 和 下 半 平 面 之 间 的 
区 别 一 样 。 至 于 哪 一 个 是 左 , 哪 一 个 是 右 , 则 依 行列 式 cg 一 ze 的 
符号 而 定 . 

一 个 线性 变换 S 把 有 向 贺 O 变换 为 一 个 以 三 重点 Sz1,、 Sws、 
Szs 定向 的 圆 ， 从 交 比 的 不 变性 可 知 ; C 的 左边 和 右边 将 对 应 于 
象 圆 的 左边 和 右边 . i 

如 果 两 圆 相 切 ,它们 的 定向 就 可 以 比较 . 事实 上 ,我 们 可 用 一 
个 线性 变换 将 它们 的 切 点 变 到 cc, 两 圆 就 变 为 平行 直线 、 至 于 怎 
样 比较 平行 线 的 方向 , 是 我 们 所 知道 的 . 

在 几何 表示 中 ,定向 zza、 zs 可 用 箭头 来 表示 , 箭头 的 方向 由 
z1 通过 4 指向 zs. 在 普通 的 坐标 系 中 , 对 这 一 箭头 来 说 , 左边 和 右 
边 的 意义 与 我 们 日 常 所 感觉 的 左右 意义 一 致 ， 当 我 们 把 一 个 未 经 
推广 的 复 平面 考虑 为 扩充 平面 的 一 部 分 时 , 无 穷 远 点 是 特殊 的 . 因 
此 , 我们 可 以 根据 ce 应 位 于 有 向 圆 右边 这 一 要 求 来 定义 所 有 有 限 . 
圆 的 绝对 正定 向 ， 这 样 , 左边 的 点 组 成 圆 的 内 部 而 右边 的 点 则 组 ， 
成 圆 的 外 部 . 


习 题 
1.， 如果 31、82、83 、 好 为 同一 加 上 的 点 ， 试 证 明 81、88、86 和 pe、g3、 朋 
人 


在 而 月 只 有 在 (41，2，23，2) 0 时 确定 同一 定向 ， 

3 试 十 明 圆 的 切线 牌 直 于 过 切 点 的 半径 (这 梓 ， 圆 的 切线 可 以 定义 为 与 
济 只 有 一 个 公共 点 的 直线 ). 

3、 试 证 明太 |# 一 a|=& 的 内 部 系 由 满足 不 等 式 1z 一 a1 < 的 全 部 点 
组 成 . 

4. 两 个 有 向 圆 在 它们 一 个 交点 上 的 交角 定义 为 它们 在 该 点 的 相同 取向 
的 切线 之 则 的 夹 角 .。 用 分 折 的 淮 理 而 不 是 用 几何 观察 证 明 : 在 两 个 交点 处 
的 交角 是 互 为 反 向 的 . 


3.9 加 族 


用 某 些 圆 族 可 使 线性 变换 更 趋 于 具体 ， 这 些 圆 族 可 以 设想 为 
癌 坐 标 系 的 坐标 线 ， z 
此 处 z=& 对 应 于 2 一 0, 而 ?二 6 对 应 于 w=oo， 册 此 证 知 在 包 平 
面 内 通过 原点 的 直线 都 是 通过 & 及 2 的 圆 的 象 、 反 之 , 以 原点 为 
图 心 的 同心 图 |w| 二 p, 对 应 于 如 下 方程 所 决定 的 图 ， 

2 一 


这 些 是 具有 极限 点 4 及 已 
的 Apollonius 圆 . 从 它们 
的 方程 可 知 ， 它 们 是 到 点 
4 及 6 的 距离 有 定 比 的 点 
的 轨迹 . 

以 Ca 疾 示 通过 a、b 
的 圆 ,并 以 Cs 表示 以 a、3 
为 极限 点 的 Apollonius 
圆 ， 由 所 有 这 些 圆 Ca 及 
Cs 组 成 的 形 相 (图 3—3) 图 3-3 Steiner | 辐 沪 
称 为 a。、5 所 确定 的 圆 网 或 Bteiner 圆 族 。 它 具有 很 多 有 趣 的 性 

7 


质 , 略 举 几 氮 如 下 : 

并 ， 通 过 平面 上 上 除了 极限 点 以 外 的 每 一 点 只 有 一 使 Ca 及 一 个 
Oy. 

2. 每 一 个 01 与 每 一 个 Ca 直 交 ， 

3. 在 关于 一 个 Cx 的 反射 下 ,每 一 个 Cs 变换 为 它 本 身 , 而 每 
一 个 O01 变换 为 男 一 个 C1， 在 关于 一 个 Cs 的 反射 下 , 每 一 个 Ca 
变换 为 它 本 身 ,而 每 一 个 Ca 变换 为 男 一 个 0。. 

4. 极限 点 关于 每 一 个 Ca 都 是 对 称 的 , 但 对 任何 其 他 的 圆 不 

这 些 性 质 在 当 极 限 点 为 0 及 co, 即 当 O01 是 通过 原点 的 直线 
而 Cs 是 同心 加 时 是 极为 显 见 的 . 因为 这 些 性 质 在 线性 变换 下 保 
持 不 变 , 所 以 在 一 般 情形 下 它们 必 继 续 为 真 . 

如 一 线性 变换 w=7% 将 a、5 变 为 &、0', 它 可 写成 如 下 的 形 
式 . : 

一 他 之 一 人 & 
we a0 2z—b (12) 
显然 , 了 将 圆 Ca 及 0; 变换 为 以 w 、2 为 极限 点 的 圆 Cx 及 Ca， 

这 种 情形 在 c 一 c，2 一 0 时 特别 简单 . 这 时 点 4、5 称 为 工 
的 不 动态 , 且 可 将 2 及 2 表示 于 同一 平面 。 在 这 种 情况 下 ， 整 个 
圆 网 将 在 它 委 己 上 面 映 象 .的 信和 可 以 确定 象 圆 01 及 C2。 事实 


上 , 在 适当 的 定向 下 , 在 Ca 与 其 象 OL 上 对 应 点 的 形 如 arg 一 5 
之 差 为 argb, 而 在 Cs 及 0 上 对 应 点 的 形 如 |z 一 4|/1z 一 5| 之 比 
为 | 

所 有 的 Ci 或 所 有 的 Cs 映 成 它们 自身 的 特殊 情形 是 非常 重要 
的 . 对 于 所 有 的 Cz， 如 1>>0， 则 01=04 (如 <0, 则 圆 仍然 相 
等 ,但 定向 相反 ). 这 时 的 变换 称 为 双 曲 变换 , 当天 增 大 时 ， 点 Tx、 
z 大 人 日 将 沿 着 圆 C4 向 移动。 考察 这 一 移动 就 可 得 到 双 曲 变换 
的 一 个 十 分 清晰 的 形象 ， 

当 |8| 一 时 就 有 05 一 Cs， 具 有 这 种 性 质 的 变换 称 为 椭圆 变 
换 。 当 argh 变 化 时 , 点 Tz 沿 着 圆 Ca 移动 , 这 一 移动 沿 着 不 同 的 


+ B88 。 


四 


方 癌 环绕 《4 及 20. 

具有 两 个 不 动 点 的 一 般 线性 变换 是 具有 相同 不 动 点 的 一 个 双 
曲 变 换 及 一 个 椭圆 变换 的 相 乘 积 . 

一 线性 变换 的 不 动 点 可 从 下 面 的 方程 中 求 得 ， 


_ oz+pB 
2 ya (18) 


在 一 般 情形 下 , 这 是 一 个 二 次 方程 , 具有 两 个 根 ; 如 y= 0， 则 不 动 
点 之 一 为 co。 不 过 , 可 能 有 两 根 相 重 的 情形 。 具 有 相 重 的 不 动 点 
的 线性 变换 称 为 抛物 变换 .抛物 变 痪 的 条 件 是 (w 一 5)? 一 467. 

如 方程 (18) 具有 两 个 不 同 的 根 & 及 5, 则 变换 可 写成 如 下 形 
式 ， 


了 一 他 > 


| 
de 


w—b sO" 
因此 我 们 可 用 a、5 所 确定 的 Steiner 圆 族 来 讨论 变换 的 性 质 . 但 
应 该 注意 , 这 一 方法 并 不 只 限于 这 种 情形 。 我 们 可 把 任 一 线性 变 
换 对 任意 的 c、8 写成 (12) 的 形式 ,并 根据 最 大 方便 来 应 用 两 族 圆 
为 了 讨论 抛物 变换 ， 我 们 还 须要 引入 另 一 型 圆 网 ， 考察 变换 


WW 
十 C ， 
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显然 即 平面 中 的 直线 对 应 于 过 
4 的 贺 ; 平行 线 对 应 于 互 切 的 
圆 ， 特别 是 ， 如 =% 二 2， 则 
直线 %= 常数 及 v= 常数 对 应 
于 两 族 互 切 的 贺 ， 它 们 彼此 直 
奖 (图 3-4).、 这 一 情形 可 看 作 
是 一 个 退化 的 Bieiner 同族 , 它 
由 点 4 及 圆 族 之 一 的 切线 确 图 3-4 退化 Steiner 圆 族 

定 。 以 01 表示 直线 = 常数 的 象 ， Ca 表示 另 一 族 圆 . 显然 , 直线 
4 一 Ime 对 应 于 圆 族 Ca 的 切线 ; 其 方 回 为 argw， 

把 & 变换 为 a 的 任 一 变换 可 写成 如 下 形式 ， 


1 = 


* 89。 


号 =— -+6 
Wg ZG 
显然 , 圆 01 及 0s 将 变 为 由 a 及 w 所 确定 的 圆 04 及 Os， 现 在 设 
4 一 0 为 唯一 不 动 点 , 则 w=w', 且 
-一 一 -一 一 十 2. (14) 
2 一 G 一 0 
用 这 一 变换 可 将 圆 Ci 及 Cu 组 成 的 图 形 映 成 它 自身 .在 (14) 中 ， 
一 个 乘 数 因子 是 任意 的 ,因此 我 们 可 假设 。 为 实数 ， 于 是 每 一 个 
Ca 上 映 成 蕊 自身 , 而 抛物 变换 可 认为 是 沿 着 圆 Cs 的 移动 . 
一 个 既 不 是 双 曲 的 , 又 不 是 椭圆 的 ， 也 个 是 擅 物 的 线 住 变 欣 称 
为 斜 驶 (loxodromic) 变换 ， 


习 题 


1. 求 如 下 线性 变换 的 不 动 点 ; 


g 28 38 一 人 8 


一 一 - 一 -一 一 一 一 4 二- 一 -一 一 一 - 4 二 


2s 一 于 : 38-1’ gl 2—g* 
这 齿 变 换 中 如上 至 是 棋 殴 , 双 曲 或 抛物 变换 ? 


2. 设 变换 82 


的 系数 用 条 件 a4 一 bc=1 规范 化 , 试 证 明 8 是 椭 加 的 充 要 条 件 为 一 2<at 
d=<2; ; 是 她 物 的 ,如果 at 士 3; 是 双 曲 的 ,如 果 %+a< 一 3 或 >2. 
. 试 证 明 : 对 某 个 整数 % 满足 条 件 S"s =2 的 线性 变换 必 是 椭圆 的 . 

4 如 果 咏 是 双 曲 的 或 余 驶 的 , 试 证 明 当 ->ee 时 5"8 收 敛 到 一 个 不 动 
局 :对 所 有 的 除了 4 与 男 一 个 不 动 点 重合 外 都 如 此 , 《极限 情形 的 这 个 不 
动 点 是 吸收 的 , 男 一 不 动 点 是 排斥 的 ， 当 2 一 oo 时 会 发 生 什 么 情况 ? 在 
抛物 情形 义 如 何 ?) 

5. 试 求 表 示 Kiemann 球面 旋转 的 所 有 线性 变换 . 

6. 求 所 有 与 |#|=1 及 | 一 1|= 和 4 直 交 的 圆 . 

1， 一 族 变 换 以 的 显 的 方式 (我 们 不 准备 精确 叙述 ) 依赖 于 某 一 数量 的 实 
参数 . 在 所 有 线性 变换 的 族 中 , 试问 一 共有 多 少 个 实 参数 ? 在 椭圆 、 双 曲 、 抛 
物 变 换 族 中 各 有 多 少 ? 有 多 少 线性 变换 把 一 给 定 的 圆 C 保 持 不 变 ? 

。 9090 。 


和 4 初等 共 形 映照 


与 解析 函数 相 联 系 的 共 形 映 照 为 解析 函数 的 性 质 提供 了 一 个 
极 好 的 形象 ; 这 与 实 函 数 用 图 象 来 形象 化 的 情形 十 分 相仿 ， 因 此 ， 
一 切 与 共 形 映照 有 关 的 问题 自然 应 受到 特别 重视 ， 在 这 一 方面 的 
进展 大 大 增加 了 我 们 对 解析 函数 的 知识 。 此 外 , 共 形 映照 还 自然 
地 出 现在 数学 物理 的 许多 分 支 中 ， 这 正 是 直接 要 用 到 复 变 函数 论 
的 原因 

这 里 最 重要 的 问题 之 一 就 是 要 确定 一 个 域 映 成 另 一 个 域 的 共 
形 映 照 。 在 这 一 节 里 , 我 们 将 研究 一 些 可 以 由 初等 函数 来 定义 的 
映照 . 


4.1 阶层 曲线 的 应 用 


当 一 个 共 形 映照 由 一 解析 的 显 函 数 w= 了 (z) 来 定义 的 时 候 ， 
我 们 自然 要 知道 映照 的 特殊 几何 性 质 . 要 做 到 这 一 点 , 最 有 效 的 
方法 之 一 就 是 去 研究 由 点 的 变换 所 引起 的 曲线 之 间 的 对 应 关系 ， 
函数 f(z) 的 特性 由 于 某 些 简 单 曲线 变换 为 具有 熟知 特性 的 曲线 
族 中 的 曲线 而 可 自行 表达 出 来 .任何 这 样 的 知识 都 将 加 强 我 们 关 
于 映照 的 具体 概念. 
用 线性 变换 所 作 的 映照 就 是 这 种 情形 .在 第 3 节 中 我 们 曾 证 
明 , 只 要 我 们 把 直线 作为 圆 的 一 个 特殊 情形 来 看 ,那么 线性 变换 就 
把 圆 变 为 圆通 过 对 Steiner 圆 的 研究 , 我 们 就 可 能 得 到 关于 对 应 
关系 的 一 个 完整 的 图 象 . 
对 于 更 一 般 的 情形 , 最 好 是 从 直线 z=wo 及 y 一 yo 的 象 曲线 
的 研究 入 手 . 如 令 (2) 王 (zw, 9) 十 iw(w, y), 则 ww 一 zo 的 象 由 参 
数 方 程 4 一 wwo, gj) 9 一 2(mo, 9) 表示 ; 这 里 y 相当 于 一 个 参数 ， 
它 可 以 消去 或 保留 , 视 方便 而 定 . y=% 的 象 也 可 同样 确定 。 这 些 
曲线 共同 在 化 平面 上 组 成 一 正 交 网 同 理 , 我 们 可 以 研究 z 平面 
上 的 曲线 ww, 力 一 如 及 wo 功 一 2， 它们 也 是 正 交 的 ,分 别称 
。 01 。 


为 w 及 % 的 阶层 曲线 . 

在 其 他 情形 下 ， 应 用 极 坐 标 并 研究 同心 圆 及 通过 原点 的 直线 

的 象 可 能 更 方便 些 . 
最 简单 的 映照 之 一 是 由 寡 函 数 w=x?* 所 作 的 象 ， 我们 这 里 只 
考虑 w 为 实数 的 情形 , 因此 不 妨 设 “ 是 正 数 ， 由 于 
Iw|= |z|®, 
arg WwW =aoarg?, 

所 以 围绕 原点 的 同心 圆 变换 为 同族 的 圆 ， 由 原点 引出 的 半 直 线 对 
应 于 另外 的 一 些 半 直线 。 在 所 有 不 等 于 零 的 点 > 上 , 映 象 都 是 共 
形 的 ,但 张 于 原点 的 一 个 角 8 变换 为 一 个 角 ag， 对 于 wx 关 寺 整个 
-平面 的 变换 不 是 一 对 一 的 ,而 如 a 为 分 数 , 则 还 不 是 单 值 的 . 因 
此 ,一 般 说 来 ,我 们 只 能 考虑 一 个 扇形 映 成 男 一 扇形 的 映照 ， 

出 形 S (Pi1, p32) (0<gpa— iE2n) 是 由 所 有 满足 下 列 条 件 的 
点 2 组成: z 关 0， 且 argz 的 一 个 值 满足 不 等 式 

Vi<aTg2z<<0a， (15) 
容易 证 明 SCp:， pa) 是 一 个 域 ， 在 这 一 域 中 ,ww 一 z* 的 一 个 唯一 
的 值 由 条 件 
arg WwW—aarpge 

所 定义 , 其 中 argz 代表 由 条 件 (15) 所 界定 的 幅 角 的 值 ， 这 一 函数 
是 解析 的 ,具有 非 零 导数 | 


有 pa iog 2 _. 0 


映照 仅 在 w(ps 一 pt) 委 2 时 是 一 对 一 的 , 这 时 , 扇形 Apiy 92) 上 映 
成 思平 面 上 的 悄 形 Sl(api, oag2)， 应 当 注 意 ,， (81 十 W277，g 十 
m27) 在 几何 上 是 与 S(9g1, 2) 完全 一 样 的 , 但 可 以 确定 和 的 一 
个 不 同 的 分 文 ， 

现在 我 们 来 更 详细 地 研究 映照 w=。， 因 为 V 一 一 久 ，4 一 
2my， 故 知 阶层 曲线 %w=wuo 及 v= 二 %w 都 是 等 边 双 曲线 ,以 分 角 线 及 
坐标 轴 为 渐 近 线 . 它们 当然 是 互相 正 交 的 . 另 一 方面 , %=zv6 的 
象 是 人 一 420(oo 一 轨 ，Vy 一 %o 的 象 是 从 一 多 0 十 轨 ， 这 两 族 都 是 
se 92 ， 


Ww 
必 起 


池 物 线 ,以 原点 为 焦点 ,它们 的 轴 分 别 指向 避 轴 的 负 向 及 正 向 ， 从 
解析 几何 学 可 知 它们 是 正 交 的 , 阶层 曲线 族 如 图 3-5 及 3-6 所 示 . 


| s 
SC Sy 


图 3-5 2 平面 图 3-6 人 平面 


为 了 人 研究 其 他 不 同 的 象 曲线 族 ， 我 们 考虑 公平 面 中 的 贺 
lw 一 1| x， 原 象 的 方程 可 以 写成 
(二) ?=2( 一 仿 ) 十 大 一 二 
它 表示 一 族 以 土 1 为 焦点 的 双 纽 线 ， 正 交 族 为 
人 一 归 一 26200 十 工 
这 是 一 族 通 过 点 土 1 并 以 原点 为 中 心 的 等 边 双 曲 线 ， 
在 三 次 赛 即 = 如 的 情形 , 两 平面 上 的 阶层 曲线 都 是 三 次 曲线 ， 


+ 0O3 ， 


没有 必要 导出 它们 的 方程 ， 因 为 它们 的 一 般 形状 不 加 计算 就 是 很 
清楚 的 。 例 如 , 曲线 w=w>>0 应 有 图 3-7 所 示 的 形状 。 同样 , 如 
当 % 和 画 出 线 x=zo>0 时 看 argw 的 变化 ， 则 知 象 曲线 应 具有 一 个 
回环 (图 3-8).“ 因 此 它 是 Desoartes 叶 形 线 ， 

用 w=e 所 作 的 映照 是 很 简单 的 ， 线 w=wo 及 Y 一 yo 映 成 以 
原点 为 中 心 的 圆 及 幅 角 一 定 的 射线 . 在 * 平面 上 的 任何 其 他 直线 
映 成 对 数 螺 线 ， 这 个 上 映照 在 任何 一 个 域内 都 是 一 对 一 的 ， 只 要 
这 个 域 中 任意 两 点 之 差 不 等 于 2mi 的 倍数 ， 特 别 是 , 水 平 的 带 
Yi 三 Y 二 ya, ga 一 针 委 2 映 成 一 个 扇形 ,如果 Yo 一 如一 ww 则 象 是 一 
个 半 平 面 ， 这样 , 我们 就 可 以 把 一 平行 的 带 映 成 一 个 半 平 面 ,从 而 
映 成 任 一 圆 形 的 域 . 带 在 虚 轴 左边 的 一 半 对 应 于 一 个 半 图 

这 里 ,我 们 写 出 几 个 映照 的 显 式 是 有 用 的 . 函数 和 =E+m=。 
将 带 一 上 /23<y</2 映 成 半 平 面 5>>0、 为 一 方面 ， 


和 .2 初等 映照 概 说 


当 我 们 处 理 将 一 个 域 Q1 共 形 地 映 成 另 一 个 域 8; 的 问题 的 时 
候 , 通常 最 好 分 两 步 进行 。 首 先 , 把 Qi 映 成 一 圆 形 的 域 ,而 后 把 加 
形 的 域 映 成 22。， 换 句 话说 , 共 形 映照 的 一 般 问 题 可 以 化 为 将 一 域 
映 成 圆 盘 或 半 平 面 的 问题 。 在 第 6 章 中 , 我 们 将 证 明 这 一 映照 问 
题 对 于 每 一 个 以 简单 闭 曲线 为 边界 的 域 恒 有 一 个 解 . 

在 我 们 处 理 问 题 中 所 用 到 的 主要 工具 是 线性 变换 、 赛 变换 、 指 
数 函数 变换 和 对 数 变 换 。 所 有 这 些 变换 都 有 一 个 共同 的 特征 , 那 
就 是 将 某 一 直线 族 或 圆 族 映 成 相似 的 族 。 因此 , 它们 的 用 途 将 主 
要 限于 以 圆 弧 或 线段 为 边界 的 域 ， 客 变换 可 特别 用 于 矫正 角度 ， 
而 指数 函数 则 可 用 以 将 平行 的 带 角 变 成 扇形 ， 
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利用 这 些 方法 ， 我 们 首先 可 以 求 得 一 个 以 两 条 共 端 点 的 圆 弧 
为 边界 的 任意 域 的 标准 上 映照。 这 样 的 域 可 以 是 一 个 圆 模 形 ,， 它 的 
角 可 以 大 于 x, 或 者 也 可 以 是 它 的 余 补 形 ， 设 二 弧 的 端点 为 & 及 
bp, 我们 先 作 预 备 映照 如 一 (2 一 0)/(z 一 5)， 将 所 给 域 映 成 一 肩 形 . 
再 用 一 适当 的 窒 w= 性 就 可 将 这 一 户 形 映 成 一 个 半 平 面 . 

如 果 两 个 圆 在 点 & 互 切 , 则 变换 为 =4/(z 一 &) 将 把 两 圆 闻 的 
域 映 成 一 平行 带 , 而 后 用 一 适当 的 指数 变换 将 带 映 成 半 平面 . 

”更 一 般 些 , 同样 的 方法 也 可 应 用 于 具有 两 个 直角 的 圆 三 角形 ， 

事实 上 ， 如 果 第 三 角 的 顶点 为 5， 县 设 由 & 引出 的 两 边 再 交 于 5 
则 线性 变换 4 一 (z 一 a)/(z 一 5) 将 三 角形 映 成 一 扇形 。 用 一 个 寡 
变换 可 将 这 一 扇形 变换 为 一 个 半圆 ; 这 一 半圆 是 一 槐 形 域 , 它 又 可 
映 成 一 个 半 平 面 ， / 

在 这 一 方面 ,我 们 来 讨论 一 个 经 常 遇 到 的 特殊 情形 ， 设 我 们 
需要 将 一 个 线段 的 余 补 域 映 成 一 个 圆 的 内 部 或 外 部 、 这 个 域 是 角 
为 2r 的 横 形 ; 不 失 一 般 性 , 可 设 线段 的 端点 为 二 1。 预 备 变换 

_ 2 十 1 : : 
Zz—1 
将 横 形 映 成 一 个 除去 负 实 轴 所 得 的 全 扇形 .其 次 ,定义 平方 根 
Za 一 /1， 

它 的 实 部 是 正 的 , 从 此 得 到 将 全 房 形 映 成 右 半 平面 的 有 上 映 照 ， 最 后 ， 
变换 


2 


把 右 半 平 面 映 成 [|w| 一 1 
消去 中 间 变 数 后 可 得 对 应 关系 
i 1 
“一 豆 (十 元 
Wo=%— M1. 
平方 根 的 符号 可 以 由 条 件 |w| <1 唯一 地 确定 ,因为 (一 MV 关 一 了 ) 
(z 十 V2 一 1 )=1， 如 符号 相反 , 则 得 上 映 成 |w| > 工 的 映照 。 
为 了 更 详细 地 研究 映照 (16), 令 w=pe”, 这 样 就 得 


(16) 
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= 二 (p+ 地) cos9 
一 于 (2 二) sn 
消去 得 ， 四 
十 FT 一 人 (17) 
[pto Dd) | |p-p | 
又 消去 p, 得 


1 : (18) 


cos:0 z sin*0 
因此 , 圆 |w| =p 过 i 的 象 是 一 椭圆 ,长 轴 为 p 十 p , 短 轴 为 p "一 p. 
一 半 色 的 象 是 双 曲 线 一 支 的 一 半 . 椭圆 (17) 及 双 曲 线 (18) 是 共 焦 
的 。 对 应 关系 如 图 3-9 所 示 . : 


图 3- 9 由 (wt) 所 作 的 映照 


很 明显 , 由 于 变换 \16) ,我们 可 以 把 一 个 椭圆 的 外 部 或 一 双 曲 
线 二 支 之 闻 的 域 映 成 一 贺 域 的 映照 也 归属 于 初等 共 形 映照 一 类 
里 . 但 是 , 这 一 变换 却 不 能 使 我 们 作 椭圆 内 部 或 双 曲线 两 分 支 内 
部 的 映照 ， 

作为 一 个 最 后 比较 复杂 的 例子 ， 我 们 来 研究 三 次 多 项 式 

人 一 Co23 十 Co 十 Ca 十 Ca 

所 定义 的 有 映照。 利用 熟知 的 变换 x 一 如 一 a1/8ao 可 消去 方程 中 的 
二 次 项 , 经 规格 化 以 后 , 多 项 式 可 化 为 一作 一 Bt，z 的 系数 是 这 样 
选 定 的 ,使 导数 在 z= 土 1 时 等 于 零 ， 
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为 了 应 用 变换 式 (16), 引 进 辅助 变数 5 由 下 式 定义 
二 
于 是 三 次 多 项 式 简化 为 

w= 十 一 一 ， 


我 们 看 到 每 一 个 2 确定 两 个 的 人 但 它们 是 互 倒 的 , 因而 可 
导致 同一 个 ww 值 . 为 了 求 得 一 个 唯一 的 &, 可 以 加 入 条 件 1 < 
但 这 样 以 后 , 线段 (一 2, 2) 必须 从 2 平面 上 除去 . 

现在 我 们 容易 将 : 平面 与 即 平面 之 间 的 对 应 关系 加 以 具体 
化 .与 圆 16| p<1 对 应 的 , 在 2 平面 中 是 以 o: 士 p 为 半 轴 的 椭 
圆 ,而 在 w 平 面 中 则 是 以 p" 土 p? 为 半 轴 的 椭圆。 同样 , 贺 的 一 个 
半径 arg<=9 对 应 于 “平面 及 2 平面 中 的 双 曲 线 的 分 支 ; * 平和 万 
中 的 双 曲 线 以 与 正 实 轴 的 夹 角 为 一 9 的 直线 为 一 渐 近 线 ,而 w 平 
面 中 的 双 曲 线 的 一 条 渐 近 线 则 与 正 实 轴 的 夹 角 为 -30. 共 焦 机 
圆 和 双 曲 线 的 整个 形状 保持 不 变 , 但 在 * 描 出 一 椭圆 时 ， 即将 画 出 
对 应 的 较 大 椭圆 三 次 . “因此 ， 这 里 的 情形 和 较 简 单 的 映照 僻 一 辽 
的 情形 十 分 相似 .至 于 取向 , 可 参看 图 3-9. 

对 于 渐 近 线 之 间 的 来 角 < 和 2m/3 的 双 曲 线 ,， 介 于 其 二 分 支 之 
间 的 域 的 上 映照 是 :一 对 一 的 、 特 别 是 ; 双 曲 线 8 一 多 一 3 和 'w 轴 把 
2 平面 分 成 的 六 个 域 都 映 成 半 平 面 ， 其 中 三 个 映 成 上 半 平 面 而 另 
外 三 个 映 成 下 半 平 面 . 双 曲 线 的 右面 一 个 分 支 的 内 部 对 应 于 整个 
ww 平面 但 沿 着 负 实 轴 到 —2 为 上 的 一 盘 有 一 缺口 ， 
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下 面 所 有 的 映照 都 应 是 共 形 的 ， 
1， 斌 将 圆 盘 |s| <1 及 [4 一 1| <1 的 公共 部 分 里 成 单位 加 的 内 部 、 选取 
”映照 使 保持 两 种 对 称 人 性， 


2. 试 将 |s| = 工 及 | 一 言 | = 去， 之 同 的 城区 成 一 个 半 平 


六， 


3. 试 将 弧 1z| = 卫 yz>0 的 余 补 域 映 成 单位 园 的 外 部 ， 使 无 穷 远 点 互相 
对 应 ， 
4. 试 将 抛物 线 风 =2pz 的 外 部 映 成 圆 盘 |w|l < 二 使 8=0 及 3 一 一 D/4 
对 应 于 饮 =1 及 =0. (Lindel6f.) 
5. 试 将 双 曲 线 到 一 色 = 必 的 右边 分 支 的 内 部 映 成 圆 盘 |w| < 使 焦点 
对 应 于 = 二 0, 顶点 对 应 于 w= 一 1,， (LDLindeléf.) 
6. 试 将 双 纽 线 | 一 | = 二 p3(p>4) 的 内 部 映 成 加 到 |w| <1 使 对 称 性 
不 变 ， (Lindeloc , ) 
7. 试 将 椭 加 (x/4)” 十 (y/5)”= 1 的 外 部 映 成 贺 盘 jw) < 使 对 称 性 不 
变 ， 
”8. 试 将 # 平面 在 双 曲 线 x? 一 扩 二 1 右 兴 文 左面 的 部 分 映 成 一 个 半 平 面 ， 
(Lindeldf£., ) 
“” [提示 ， 一 方面 考虑 域 的 上 半 部 分 在 w=2* 下 的 映照 夯 一 方面 考虑 一 
个 象限 在 急 =2 一 3g 下 的 映照 .] 


4.3 初等 及 iemann 面 


用 相应 的 映照 将 函数 形象 化 的 情形 仅 当 有 喘 照 为 一 对 一 时 才 是 
完全 清晰 的 。 如 果 映 照 不 是 一 对 一 的 ,那么 , 引进 广义 的 域 之 后 仍 
可 使 我 们 的 设想 得 到 必要 的 支持 ， 所 谓 广 义 域 就 是 在 其 中 不 同 的 
点 可 以 具有 相同 的 坐标 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 必 须 规定 同一 位 置 上 
的 点 可 以 用 其 他 特征 来 加 以 区 别 , 例如 它们 的 标号 或 它们 的 颜色 . 
具有 相同 标号 的 各 个 点 被 认为 位 于 同一 叶 或 则 一 层 。 

”这 一 想法 引出 了 Riemann 面 的 概念 ， 这 里 我 们 不 想 给 这 一 
概念 下 一 个 严格 的 定义 ,就 我 们 的 目的 来 说 , 以 纯粹 描述 的 方式 介 
绍 一 下 Riemann 面 就 够 了 . 因为 我 们 只 用 以 帮助 说 明 ， 不 用 以 作 
逻辑 的 证 明 . 

最 简单 的 Riemann 面 与 w=s* 所 作 的 映照 有 关 , 这 里 n>1 
是 一 整 次 ， 我 们 知道 在 每 一 个 记 形 (6 一 1X2n/m)<arg% 二 (2x/n) 
(% 一 1，…, n) 与 除去 了 正 实 轴 以 后 的 整个 w 平 面 之 间 存 在 着 一 
一 对 应 的 关系 、 因此 , 每 一 扇形 的 象 可 以 在 ww 平面 上 沿 着 正 实 轴 
作 一 “ 割 疫 " 而 求 得 ; 这 -- 制 痕 具有 两 个 “边缘 ”一 在 下 方 ，.- 在 上 
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方 ， 对 应 于 2 平面 中 的 %w 个 扇形 , 我 们 来 考察 具有 市 痕 的 ww 平面 
的 % 个 完全 相同 的 复 本 ,这些 复 本 将 组 成 Riemann 面 的 “ 叶 ,不 
同 的 叶 用 标号 8 区分, 每 一 标号 对 应 于 一 个 扇形 ， 当 :在 :平面 
上 移动 时 , 对 应 的 点 包 将 在 Riemann 面 上 自由 移动 . 由 于 这 一 理 
由 , 我们 必须 把 第 一 吐 的 下 边缘 接 到 第 二 叶 的 上 边缘 , 第 二 叶 的 下 
边缘 接 到 第 三 叶 的 上 边缘, 依 此 类 推 , 到 最 后 , 将 第 %% 叶 的 下 边 绿 
接 到 最 初 一 叶 的 上 边缘 ,完成 一 个 循环 ， 从 物理 意义 上 看 , 这 样 做 
就 不 可 能 不 发 生 自 交 , 但 我 们 理想 化 的 模型 没有 这 一 矛盾 ,这样 构 
作 的 结果 就 组 成 一 Riemann 面 , 它 上 面 的 点 与 ?平面 上 的 点 成 一 
一 对 应 ， 此 外 , 如 果 连 续 性 是 根据 结构 情况 来 定义 的 , 那么 这 一 对 
应 也 是 连续 的 ， 

沿 着 正 轴 的 割 痕 可 以 用 沿 着 任意 一 段 由 0 至 co 的 简单 弧 的 
割 痕 来 代替 ; 这 样 构成 的 Riemann 面 应 认为 与 原来 构成 的 一 个 完 
全 一 样 . 换言之 ， 割 痕 不 能 由 曲 看 上 的 线 来 区 分 ,但 为 了 便于 描 
述 , 引进 特殊 的 割 痕 还 是 必要 的 ， 

点 w=0 处 于 一 特殊 位 置 . 它 连接 所 有 的 叶 , 而 一 条 曲线 在 关 
合 之 前 应 环绕 原点 ?次 ,这样 的 一 个 点 称 为 支点 , 如果 Riemann 
看 是 从 扩充 平面 来 考虑 的 ,那么 ce 点 也 是 一 支点 ， 在 更 一 般 的 情 

形 , 一 个 支点 不 须要 连接 所 有 各 个 叶 ; 如 果 它 连 接 的 有 h 叶 , 则 称 
有 一 阶 文 所， 

对 应 于 w= 的 Riemann 面具 有 同样 的 本 质 . 在 这 种 情况 
下 , 这 一 函数 将 每 一 平行 带 (% 一 14)2w 近 y< 和 和 2x 映 成 一 叶 , 割 妆 
是 沿 正 轴 切 下 的 .各 叶 彼 此 相连 , 因此 组 成 一 个 没有 尽头 的 螺旋 ， 
原点 将 不 是 Riemann 面 上 的 一 点 , 这 与 永远 不 能 等 于 零 相 应 ， 

读者 当 不 难 构 作 其 他 的 Riemann 面 . 我们 提出 w=cosz 所 
定义 的 Riemann 面 来 作为 方法 的 说 明 。 如 果 一 个 域 , 在 一 一 对 应 
下 映 成 为 共有 一 个 或 几 个 割 痕 的 整个 平面 , 则 称 这 个 域 为 基本 域 
我 们 可 以 选 定 带 (8 一 4)r 达 % 之 bw 作为 4 一 co82 的 基本 域 。 每 一 
带 映 成 带 有 制 痕 的 整个 2% 平面 , 这 些 割 痕 是 沿 着 实 轴 由 一 co 至 
一 14 以 及 由 1 至 oo 刻 茧 的 。 直线 “一 人 在 6 为 侦 数 时 对 应 于 正 
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向 制 痕 的 二 边缘 ; 而 在 站 为 奇数 时 则 对 应 于 负 疝 制 痕 的 二 边缘 .如 
果 我 们 考察 与 直线 = hr 相 邻 的 二 条 带 ， 就 知道 ,对 应 割 痕 的 边 
绿 应 交叉 烙 合 , 以 恒 在 w= 士 上 处 生成 一 单 支点 ， 所 得 的 曲面 在 
2 一 [及 W= 一 上 具有 无 穷 多 个 单 支点 ， 这 些 支点 交替 地 连接 奇 
数 和 偶数 的 叶 ， / 

叶 与 叶 的 粘 合 情形 如 图 3-10 所 示 . 它 表示 制 痕 互 相 平 行 时 


的 曲面 的 横 裁 面 .应 记 住 同一 水 平 
线 上 的 任何 二 点 都 可 以 用 一 弧 来 连 和 
淡 , 弧 不 与 任 一 章 痕 相交 | 耽 -4 


| A 
图 3- 10 ma 罗 图 3-11 os 的 基本 如 


不 论 这 和 表示 的 优点 怎样 ，Riemann 面 的 最 清晰 图 形 是 从 。 
平面 中 基本 域 的 直接 研究 中 得 出 .如 图 8-11 所 示 , 如 果 我 们 引用 
对 应 于 上 半 平 面 及 下 半 平 面 的 子 域 ， 则 说 蝎 将 更 为 简单 、 图 中 阴 
影 部 分 是 cosz 具有 正 虚 部 的 域 . 每 一 域 对 应 于 一 个 半 平 面 在 这 
个 半 平 面 上 记 明 界 点 及 -二 对 于 任意 两 个 黑白 相 邻 的 域 , 半 
平面 应 通过 区 闻 (一 co， 一 1)、( 一 1, 或 (1, co) 之 一 相连 接 ， 
应 该 选 定 哪 一 个 连接 ,可 从 2 平面 中 的 对 应 位 置 来 决定 
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4 半 4 + : 1 | EL z | 
1. 说 明 沪 下 世 一 二 (十 二 的 iemann 面 。| 


3， 说 明 函 族 心 一 0482 一 2 的 Riemann 面 。; 
3， 说明 国 数 色 = 引 一 2 的 Biemann 十 ， 
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第 4 章 复 积分 
L 基本 定理 


解析 函数 的 许多 重要 性 质 不 用 复 积分 是 很 难 证 明 的 。 举 例 来 
说 , 不 借助 复 积分 或 等 价 工具 , 要 证 明 一 个 解析 函数 的 导数 是 连续 
的 , 或 证 明 高 阶 导 数 存在 , 仅 在 最 近 才 成 为 可 能 ， 当 前 . 不 用 积分 
的 证 明 , 至 少 可 以 说 , 比 古典 证 明 , 要 困难 得 多 @. 

正 象 在 实 变数 的 情形 中 一 样 , 我们 仍 区 分 定 积分 和 不 定 积分 ， 
一 个 不 定 积分 是 一 个 函数 ， 它 的 导数 等 于 一 个 域内 的 已 知 解析 函 
数 ;在 许多 初等 情形 中 ， 不 定 积分 可 以 从 已 知 导 微 公 式 的 反 演 求 
得 ， 定 积分 是 在 可 微 弧 段 或 逐 段 可 微 弧 段 上 进行 的 , 并 不 限于 解 
析 函 数 ， 它 可 以 用 实 定 积分 定义 中 类 似 的 极限 法 来 定义 ， 实 际 
上 , 我 们 将 应 用 实 积分 来 定义 复 的 定 积分 ， 这 就 使 我 们 可 以 不 必 
”重复 作 存 在 性 的 证 明 , 因为 它 在 基本 上 是 和 实 变数 的 情形 相同 的 
读者 应 对 实 值 连续 函数 的 定 积分 理论 十 分 熟悉. 


1.1 线 积 分 


实 积分 的 最 直接 推广 就 是 一 个 复 值 函 数 在 一 个 实 区 间 上 的 定 
积分 ， 设 让 =-v( 蚊 十 知 介 是 一 个 连续 函数 ， 定 义 于 区 间 (o，) 
内 。 根 据 定义 , 令 


| 了 Wao] ars | Den (1) 


全 ”RR. 荆 , Plunkett 不 用 积分 证 明了 导数 的 连续 性 (Bull. Am. Math. Boc，8@5， 
1959). 卫 . HE. Connell 和 忆 , Poroelli 证 明了 所 有 导数 的 存在 (Bull. Am. Math. Soc。 
$7, 1961). 所 有 这 些 证 明 都 依赖 G. 工 . Whyburn 的 一 个 拓扑 定理 . 
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这 一 积分 具有 实 积 分 的 大 部 分 性 质 ， 特 别 是 , 如 c 一 “十 色 为 一 复 
常数 , 则 得 
| fase) fC, (2) 
因为 两 边 都 等 于 
| (ou Bat | ‘av Bu at. 
如 果 ga<5, 则 对 二 任意 复 的 f(D, 基本 不 等 式 
| fa < Cola (8) 
成 立 ， 为 了 证 明 这 一 点 ,在 (2) 中 取 c=e-*, 这 里 6 为 实数 , 则 得 
Re [of fat]=) Rete-*f OJare| GD 


如 0 一 arg | f(t)di, 则 上 式 的 左边 成 为 积分 的 绝对 值 ， 于 是 


得 (3) @ 

现在 我 们 来 考察 一 个 分 段 可 微 的 绝 段 7, 其 方程 为 2=z()， 
0<t<b， 如 果 函 数 (%) 定 义 在 7 上 上 且 在 yY 上 连续 ， 则 f(z( 丫 ) 也 
连续 ,我 们 可 以 令 


| rz-| FED (9 
这 就 是 (四 沿 着 弧 段 y 的 复线 积分 的 定义 ， 在 ( 信 式 的 右边 ,如果 
z(t) 不 是 到 处 连续 ， 则 积分 区 间 应 根据 情况 分 成 几 个 小 区 间 ， 当 
我 们 考虑 弧 段 Y 上 的 线 积分 的 时 候 , 我 们 总 默认 是 逐 眉 可 微 的 
积分 (的 的 一 个 最 重要 的 性 质 是 它 在 参数 变换 下 的 不 变性 . 由 
增 函数 # 一 区 z) 确定 的 参数 变换 将 区 间 wa<r<B 映 成 区 间 a<t 
<5; 假设 (z) 是 逐 段 可 微 的 ， 根 据 积分 变数 的 变换 法 则 , 我 们 有 

| FeD)zCDU=| GAIA 
但 zi(z))2(z) 是 s(t(z)) 关 于 的 导数 ， 因 此 ， 不 论 y 的 方程 为 
@ 如 “7 以 --0, 则 9 没有 定义 ,但 这 时 也 杯 没 有 什么 要 证 明了 ， 
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Zz 一 Z(t) ， 抑或 为 < 二 zitzT!), 积 分 (4) 郁 有 相 闻 的 值 . 
在 第 3 章 2.1 节 中 ,我 们 用 方程 2=?( 一 们 ，-0<t< 一 8 定义 
及 问 弧 段 一 7 因此 我 们 有 


OL A 
作 变 数 变 痪 , 上面 的 积分 可 写成 
| fe. 
于 是 得 到 
| f= -| fa, (5) 


积分 〈4) 还 有 一 个 十 分 明显 的 加 法 性 质 ， 把 弧 段 7 分 成 有 穷 
个 子 弛 段 的 意义 是 很 明显 的 ， 用 符号 方程 来 表示 , 就 有 
Y= ?yi 十 ya 十 … ‘十 Yn， 
对 应 的 积分 满足 下 面 的 关系 


| fos=| fazt| fazt+.…+| ad. (6) 
Tit Ys tt Y1 Ys Yn 


最 后 , 沿 着 一 条 闭 则 线 的 积分 在 参数 移 换 下 也 保持 不 变 ， 老 
的 种 新 的 起 点 确定 两 段子 弧 并 及 7Y2， 沿 Yi 二 Ys 的 积分 等 于 注 
ys 十 yz 的 积分 , 这 就 证 明了 积分 的 不 变性 ， 

除了 (4 式 这 种 形式 的 积分 外 , 我 们 还 可 以 考虑 关于 3 的 线 积 
分 。 最 方便 的 定义 是 用 二 重 共和 斩 竺 号 


应 用 这 一 记 法 ,关于 2 或 关于 4 的 线 积分 可 以 写成 
Tree 网 
| 7m= 寺 (je-| jE) 

以 f=wtiw, 则 0 的 积分 可 写成 下 面 了 的 形式 

| (w Go — Vay) + 中 (udy +v dr), (7) 


e LU3 。 


它 把 实 部 和 虚 部 分 了 开 来 . 
当然 , 我 们 完全 可 以 从 定义 如 下 形式 的 积分 开始 : 


| paz+gay 
在 这 情况 下 , (7) 应 作为 积分 (多 的 定义 ， 选 用 哪 一 种 , 完全 是 一 种 
“关于 红 相 作 积分 可 得 一个 基本 上 不 同 的 线 积分 ， 这 各 积分 
通用 两 种 记 法 , 其 定义 为 : 
EAC WALA (8) 

这 一 积分 仍然 不 依赖 于 参数 的 选择 。 和 (5) 式 对 比 , 现在 我 们 有 

| Alel=| Hal, 
但 (6) 式 仍 保持 有 效 .不 等 式 : 

| fas <| lle (9) 
是 (3) 式 的 一 个 推论 . 

如 7 一 1， 则 (8) 的 积分 化 为 | |dz|， 根 据 定义 ， 这 就 是 x 的 
长 度 。 我 们 来 计算 圆 的 周 长 作 为 例子 。 从 一 个 整 圆 的 参数 方程 
z=%(t) 一 Gg 十 pe*, 0<t<2r， 可 得 z (4) =ipe'', 因此 

[~ I# lar=| pat=2np, 
与 我 们 所 希望 的 一 致 . 


1.2 可 求 长 的 绝 


一 段 弧 的 长 度 也 可 以 定义 为 所 有 和 
z(t1) 一 和 有) [+ [g(to)—2(t) | 十 … 十 [z(t) Z(t.1)| (10) . 
的 上 确 界 ， 其 中 4 一 如 过 过 … 过 寻 一 5。 如 果 这 个 上 确 界 是 有 穷 
的 , 就 说 这 绝 是 可 求 长 的 ， 易 证 逐 段 可 微 的 强 是 可 求 长 的 , 而 且 长 
度 的 两 种 定义 是 一 致 的 . 
由 于 [w(tn) — Ltp 1) | Zt) —2(to-1)|, 
,104 。 


1 — Ybnt) | |2(ty) — (tr_1)|, 
[z(tn)— Z(tr-1) | < | vty) — z(t 1) | 十 y(tz) —y(tr-1) | 
最 见 , 和 (10) 及 相应 的 和 
[v(t )—2(to) ++ [v(t,) — v(tn_1) |, 
(yb1) — Y(to) [+ [Yin) 一 外 加- | 
同时 有 界 ， 当 后 面 的 和 都 有 界 时 ,就 说 函数 2( 四 与 y( 人 是 有 界 变 


和 


各 ?是 可 求 长 的 ，F2) 在 7 上 连续 ， 则 可 定义 类 型 (8) 的 积分 
为 极限 


{fas=lim Sy Jedo)lzdo -2601. 
这 里 的 极限 与 定 积分 定义 中 出 现 的 极限 是 同类 型 的 


在 初等 解析 函数 论 中 ， 很 少 需要 考虑 可 求 长 而 不 是 逐 段 可 微 
的 弧 . 但 是 ,可 求 长 弧 这 个 概念 是 每 个 数学 家 必须 知道 的 一 个 概 


人 
i 。 


1.3 线 积分 作为 弧 的 函数 


形 如 | p ds+g dy 的 一 般 线 积分 常 作为 弧 ? 的 函数 (或 泛 函 ) 


来 研究 ， 这 时 我 们 假设 2 与 9 定义 在 同一 域 如 内 ， 并 在 @ 内 连 
续 ,而 弧 y 在 2 内 是 任意 的 .一 类 重要 的 积分 以 下 面 的 一 种 性 质 
为 其 特征 ， 那 就 是 沿 弧 段 的 积分 值 只 依赖 于 弧 段 的 两 端点 。 换 言 
之 ,如 东 yi、7ys 具有 相同 的 起 点 与 终点 , 则 这 一 性 质 可 表 为 


| nD Av+q ay-| nD Ar+gqg oy. 
”Yi "Ya 


我 们 说 一 个 积分 只 依赖 于 两 端点 就 等 于 说 沿 着 任 一 闭 曲 线 的 积分 
值 等 于 零 . 事实 上 , 设 ?为 一 闭 曲 线 ， 则 ?7 与 一 y 具 有 相同 的 端 
点 , 而 如 积分 只 依赖 于 端点 , 则 
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因此 |.=°0 反之 , 如 果 六 .Ys 具有 相间 的 端点 ， 则 yi 一 ys 是 一 
条 闭 曲 线 , 而 如 沿 着 任 一 闭 曲线 的 积分 等 于 零 , 则 | 一 
下 面 的 定理 给 出 了 线 积分 只 依赖 于 两 端点 的 一 个 充 要 条 件 . 


归 


一 
条 件 的 充分 性 是 立即 可 以 看 出 的 ， 因为 如 果 定 理 的 条 作 被 江 
挟 , 则 用 通常 的 记号 , 可 以 有 


jzae+tgw-[『 (并 2 (#) 十 + y(t) ) a 


Fa ye, ya 
| =U(o(b), y6)) -U(r(0), y(0)), 
而 这 一 差 的 值 只 依赖 于 两 端点 。 为 了 证 明 必 要 性 , 在 Q 内 任 取 一 固 
定点 (zo，%o)， 用 2 内 的 折线 y 连 
接 (zo, go) 与 (2, 9Y), 7 的 边 平行 于 
坐标 轴 , 如 图 4-1 所 示 , 并 定义 函数 
U (%, "=| pads+g dy. 

由 于 积分 只 依赖 于 两 端点 ， 故 知 范 

图 全 数 U 是 确切 地 定义 了 的 ， 又 如 取 了 六 
的 最 后 一 段 为 水 平 的 , 则 可 将 y 保持 固定 而 让 一 数 变化 ,并 不 影 
响 到 其 他 的 线段 ， 在 最 后 一 段 上 , 可 视 z 为 参数 ,得 到 

U(x, Y)= | pv, YI AL oonss., 

这 里 ,积分 的 下 限 是 无 关 重 要 的 。 从 上 式 立 即 可 得 =p， 同 
理 , 取 ?的 最 后 一 段 平行 于 2 办 ,有 可 证 7 9， 
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习惯 上 ,我 们 常 写 


并 把 能 写成 这 一 形式 的 表达 式 p dz 十 9 dy 称 为 正 合 微分 (或 全 微 
”分 )， 这样, 为 要 一 个 积分 只 依赖 于 两 端点 ,必须 而 且 只 须 被 积 酉 
数 是 一 正 合 微 分 .应当 注 意 , 这 里 的 p, 9 与 厅 可 以 是 实 的 ,也 可 
以 是 复 的 ， 函 数 可 如 果 存 在 的 话 , 除了 一 个 附加 常数 外 是 唯一 确 
定 的 , 这 是 因为 如 果 两 函数 具有 相同 的 偏 导 数 , 则 它们 只 差 一 个 党 
数 ， 

在 什么 条 件 下 f(z)adz 一 f(z)dw 十 计 (z)dy 是 一 正 合 微分 呢 ? 根 
据 定义 , 必须 在 2 内 存在 一 函数 了 (z), 使 得 

fe), 


op 


一 名 人 s 

如 果 如 此 , 则 F(z) 必 满足 hy. Riemann 方程 
: oF _ ,0F 
Dr 0 


因为 根据 假设 , f(z) 是 连续 的 (否则 ，| /dz 将 没有 定义 )， 记 以 
(9) 是 具有 导数 /2) 的 解析 函数 ( 见 第 2 章 1.2 节 )， 


党 


“在 这 种 情况 下 f (2) 本 身 必 也 是 解析 的 其 证 明 将 在 后 面 讨 
论 ， 

作为 上 面 结 果 的 一 个 直接 应 用 ， 我 们 有 :， 对 于 所 有 的 闭 曲 线 
?7， 只 要 整数 n 宇 0， 则 


| (z—a)"dz=0. / (11) 


因为 (z 一 0@)* 是 (2 一 4)"*1/ (mn 十 1) 的 导数 ， 而 原 函 数 是 整个 平面 中 
的 解析 函数 ， 如 勾 为 负数 , 但 关 一 1 则 对 于 所 有 不 通过 的 闭 曲 
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线 , 也 有 同样 的 结果 成 立 , 因为 在 点 的 余 补 域 中 , 不 定 积分 仍然 
是 解析 而 单 值 的 如 w= 一 1， 则 (11) 不 一 定 成 立 ， 考 察 一 个 以 & 
为 中 心 的 圆 0, 设 其 方程 为 2=4 十 pe*, 0<t<2w， 我 们 有 


2T 
| dz -| j df = Db, 
心 


0 2 一作 
这 表明 在 环 pi< |* 一 ga| 天 ps 中 ,不 可 能 为 log(z 一 @) 定 义 一 单 值 分 
支 。 反之 , 如果 闭 曲 线 y 包含 在 不 含 点 & 的 半 平 面 中 , 则 积分 等 于 
零 ， 因 为 在 这 样 一 个 半 平 面 中 , log(z 一 @) 的 一 单 值 解 术 分 文 是 可 
以 定义 的 。 


习 题 
1， 计 算 | x ds, 
此 处 YY 为 由 0 至 上 + 的 有 问 线 段 。 
2. 试 就 圆 的 正 向 按 下 列 两 种 方法 计算 
/ | Xap, 
第 一 种 方法 是 应 用 一 参数 ,第 二 种 方法 是 在 六 上 取 
z= 二 (+5) = ( + 二 ). 
3. 试 就 加 的 正 向 计算 
| dg , 
lzi=2 82—1? 
4. 计算 [ell la 
5. 假设 fC2) 在 闭 曲 线 7Y 上 解析 ( 即 f 在 包含 7 的 一 个 区 域内 是 解析 
的 ), 证 明 
| | Fa Cou 
是 纯 虑 数 。( 户 (8) 被 认为 是 当然 连续 的 .) 
6. 假设 (4) 在 区 域 9 内 解析 ， 并 满足 不 等 式 |f(8) 一 1| <i, 征明 对 给 


局 
， dg 一 
Ce ， 


《je) 被 认为 是 当然 连续 的 .) 
。103 。 


7.， 沙 P(x) 是 一 多 项 式 , CU 表示 图 18 一 a| = 请, 问 | P(g)az 沟 值 为 何 ? 
管 ， 一 27iB2P'(4)， 
， 试 描 出 一 组 圆 局 , 使 公式 
| log g az =0 
有 意义 并 正确 . 


1.4 矩形 的 Cauchy 定理 


Cauchy 定理 有 好 几 种 形式 , 但 是 与 其 说 它们 在 分 析 内 容 上 有 
所 不 同 , 倒 不 如 说 它们 的 差异 在 于 拓扑 方面 ， 因 此 , 很 自然 地 我 们 
将 从 极 少 作 拓扑 考察 的 情形 入 手 . 

我 们 在 这 里 专门 研究 一 个 由 不 等 式 4<z<8, ec<y<q 所 界定 
的 矩形 R， 这 一 矩形 的 周 界 可 以 看 作 是 一 条 简单 闭 曲线 ,由 四 根 
相 接 的 直线 段 组 成 ， 闭 曲 线 的 正 向 是 这 样 选 定 的 ， 那 就 是 沿 着 这 
个 方向 , BB 总 位 于 各 段 有 向 线段 的 左 方 ， 因此， 四 个 顶点 的 顺序 
是 (a, 6)，(5, 0)，(6, d)，(g， 中 我 们 把 这 一 闭 曲 线 称 为 BR 的 
境界 线 或 围 线 , 并 记 为 080. 

必须 指出 , 这 里 的 且 是 闲 的 点 集 , 因此 它 不 是 一 个 域 . 下 面 定 
理 中 讨论 的 是 在 矩形 RR 上 解析 的 函数 ,读者 应 当 理 解 , 这 样 的 一 
个 函数 按 定义 是 确定 在 包含 的 一 个 域内 , 并 且 在 该 域内 解析 . 

下 面 就 是 Qauchy 定理 的 一 个 初步 形式 : 

定理 2 设 函 数 (%) 在 号 上 解析 ， 则 


|, f(z)dz=0. : (2) 
这 一 定理 的 证 明 是 以 平分 法 为 基础 的 引入 记号 。 
n(B)=| f(a, 
对 于 包含 在 所 给 秆 形 内 的 任 一 矩形 也 用 这 一 记号 。 如 果 将 忆 分 
成 四 个 全 等 的 矩形 R，R>，R9，R%， 则 因 沾 着 公共 边 的 积分 


ee ”这 是 标准 记 法 ， 我 们 要 反复 使 用 .注意 ， 根据 早先 的 约定 ， 6 有 也是 作 为 一 个 
点 集 呈 的 边界 ( 竺 3 章 1.2 节 ).， 
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训 相 抵消 , 故 有 
n(B)—nRYV) 上 (Be tn BY) + RS),. (18) 
区 当 注意 ， 这 一 事实 可 以 直接 证 明 ， 不 必 一 定 要 借助 于 儿 何 的 直 
ca wm 党, 虽然 如 此 ,但 参看 一 下 图 4-2 
还 是 有 助 于 理解 的 . 
从 (*3) 可 知 , 矩形 Root 
1 2, 3, 4) 之 中 至 少 有 一 个 应 江 
足 条 件 
CR)| 之 开 |3CB)|， 


由 4 短 形 的 对 分 我 们 把 满足 这 一 条 件 的 矩形 记 为 
Ri 如 果 有 几 个 RR% 具有 这 一 性 质 那 末 可 根据 某 一 确定 的 规则 
来 选 定 这 个 妨 :. 
这 一 过 程 可 无 穷 次 地 重复 下 去 , 于 是 得 到 和 盾 形 套 序列 
RORiD RD DB DD., 


具有 如 下 的 性 质 ， 
2) |> 子 [7(B, D1, 
因此 i 
CB) | 人 CR (14) 
当 n 充分 大 时 ，R, 将 包含 在 一 个 预定 的 邻 域 |z 一 x*| 之 8 之 
中 , 因此 轧 将 收敛 于 一 点 CR， 首先 , 我们 选 定 8 这 样 小, 使 得 
f(z) 在 |z~*| 一 8 内 有 定义 且 解 析 ， 其 次 ， 如 给 定 了 s 之 0, 可 选 
定 6, 使 得 对 于 |z 一 | 之 5， 


A -f(2)|<e 


或 ， 
fC2) —f 2) — C2—2)f C2") | <els—e!. (15) 
我 们 假设 8 同时 满足 上 面 两 个 条 件 , 并 设 BB, 包含 在 | 一 2* <6 之 
中 . / . 

现在 来 考察 
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可 


| dz=0, | 2 dz=0. 
SR, 2 PR, 


定理 的 这 些 特殊 情形 已 在 1.1 节 中 证 明 。 证 明 的 时 候 是 以 1 及 ; 
分 别 为 2 及 2a/3 的 导数 这 一 事实 为 根据 的 . 
根据 这 两 个 方程 , 我们 就 有 
rR) 一 | [7 一 /GD - (a) ld, 
而 从 (15) 得 到 
BDI<s| 12) ld, (16) 


在 最 后 的 积分 中 1 一 2 | 充其量 只 能 等 于 BB 的 对 角 线 dn、 命 
RB 的 周 长 为 瑟 ， 则 这 一 积分 必 入 dz， 但 如 原来 矩形 吾 的 对 角 
线 及 周 长 为 Q 及 上 , 则 显然 有 加 =2 0 及 Jr 一 2 2， 因此 ,根据 
(16) 就 有 

[mn IR4-"*aLe. 
再 与 (14) 式 比较 ,就 得 
In(BR)|<aLs. 

由 于 8 是 任意 的 ,所 以 只 能 有 ”CR)=0, 于 是 定理 得 证 ， 

这 一 巧妙 的 证 法 是 最 简单 的 一 个 证 法 ， 本 质 上 是 由 EE. Gour- 
sat 所 提出 , 他 发 现 要 求 广 \z) 为 连续 的 这 个 经 典 假设 是 多 余 的 , 同 
时 ,这 一 证 明 方法 要 比 经 典 方法 为 简单 , 因为 它 既 不 用 重 积 分 , 也 
组 需 在 积分 号 下 进行 微分 ， 

定理 2 中 的 假设 条 件 可 以 大 大 减弱 。 在 下 面 我 们 将 证 明 一 个 
非常 有 用 的 较 强 定理 . 

定理 3 从 欠 形 及 中 去 掉 有 穷 个 内 点 &; 而 得 点 集 避 。 设 
f(z) 在 已 上 解析 ， 如 果 对 于 所 有 的 ;有 


lim(z—t)f (2) ~0, 


则 | 7eoe=0， 


很 明显 ， 灵 可 以 分 成 较 小 的 矩形 ， 使 这 些小 气 形 至 多 包含 一 
个 人 因此 ， 我 们 只 须 研究 单独 一 个 例外 点 $5 的 情形 就 够 了 ， 
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我 们 将 五 分 成 9 个 小 矩形 , 如 图 4-8 所 示 ， 除 了 中 央 的 一 个 
定形 Ro 以 外 , 对 于 其 他 的 矩形 , 应 用 定理 2， 如 果 将 每 个 矩形 对 
应 的 方程 (12) 全 部 加 起 来 ， 经 过 相 消 以 后 , 可 得 


| f= | faz (17) 


如 果 s>>0， 我 们 可 以 把 矩形 Bo 选择 
得 这 样 小 , 使 得 在 68。 上 有 不 等 式 
8 

|f (C2) ~Tz—eT 
成 立 ， 因 此 ,根据 (17) 可 得 
| ” | ， 
| fw <e) 上 
我 们 可 假设 Ro 是 一 个 以 6 为 中 心 的 正方 形 , 则 通过 初等 计算 表明 


ladz| 
| 。 1 一 《| 2. 


内 此 得到 
ye < 2， 
由 于 。 是 任意 的 帮 定理 得 证 . 
如 f(%) 在 及 上 解析 而 有 界 ， 则 定理 的 假设 条 件 当然 是 满足 
的 ，。 : 


1.5 圆 盘 中 的 Cauchy 定理 


一 个 解析 函数 沿 着 一 条 闭 曲 线 的 积分 并 不 永远 是 等 于 零 的 ; 
实际 上 , 如 果 C 是 以 e 为 圆心 的 圆 , 则 


| dz .= 9 
JoO 2—60 | 
设 函 数 /2) 在 域 如 内 解析 ,曲线 y 限制 在 Q 内 , 为 了 确保 积分 等 
于 零 , 我 们 必须 对 域 2 附加 特殊 的 条 件 。 现 在 我 们 还 不 能 列 出 这 
些 条 件 , 由 于 这 一 原因 , 我 们 的 讨论 必须 限于 最 特殊 的 情形 。 下面 
我 们 设 2 是 一 开 圆 胡 1z 一 2%| <p, 记 为 4， 

定理 & 设 /在 开 加 盘 4 内 解析 ， 则 对 于 4 中 每 一 条 闭 贞 
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版 必 有 
| yoez-o (18) 


一 定理 的 证 明 是 在 定理 工 第 二 部 分 证 明 中 所 用 的 论断 的 重 
复 ， 定义 一 个 函数 (2) 如 下 ， 


Fl%) -| faz, : (19) 


这 里 og 是 由 中 心 (%o， yo) 引 至 (%， yo) 的 水 平 线段 及 由 《2，%o) 引 奋 
(w, 切 的 垂直 线段 组 成 ; 因此 3/8g 一 订 ( 妨 ， 另 一 方面 ,根据 定理 
2, 0 可 以 用 一 条 由 一 段 垂直 线 接 以 一 段 水 平 线 所 组 成 的 路 线 来 代 
车 。 这 一 选择 定义 出 同一 函数 F(z), 因而 得 到 38/8w=f(?). 改 
基 了 (z) 在 4 内 解析 且 基 有 导数 了 (z), 而 了 (2)az 则 为 一 正 合 微分 ， 

很 明显 ,对 于 任 一 域 , 只 要 它 包 售 氮 如 及 2: 缠 洱 着 包含 以 2 及 
zo 为 对 顶点 的 矩形 , 同样 的 证 法 也 适用 ， 和 矩形 、 半 平面 及 顶 略 的 内 
部 都 具有 这 种 性 质 , 因此 定理 4 对 于 这 些 域 也 成 立 。 不 过 , 应 用 这 . 
一 方法 还 不 能 达到 完全 的 一 般 性 . 


在 应 用 中 ， 很 重要 的 一 点 就 是 定理 4 的 结论 在 定理 8 的 较 弱 
条 件 于 也 成 立 ， 我 们 现在 把 它 作 为 另外 一 个 定理 . 
定理 6 A 在 域 4 解析， 这 里 4 系 由 开 圆 盘 4 过 控 有 


时 


mls FC) 2 =0, 

风 公 全 式 09) 对 4 内 的 全 -半角 7 大 

”这 一定 理 的 证 明 广 法 要 和 加 修改， wy 
因为 我 们 不 能 让 o 通过 例外 的 点 。 先 设 | z 
”没有 点 锯 位 于 直线 x%=wo 及 y=y。 上 ， ~ 
于 是 令 o 由 图 千 4 中 的 三 线段 组 成 就 可 
绕 过 例外 网 点 ， 应 用 定理 3 就 知道 (19) 图 《4 
中 的 了 (z) 的 值 是 不 依赖 于 居中 一 线段 的 选择 的 ， 此 外 ， 最 后 一 线 
段 既 可 以 是 竖 直 的 , 也 可 以 是 水 平 的 、 象 上 面 一 样 ， 我 们 得 到 第 
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论 : 了 F(z) 是 f(z) 的 一 个 不 定 积 分 ,因而 定理 得 证 ， 
如 果 在 直线 4 二 wo 和 y= 二 yo 上 有 例外 的 点 , 读者 容易 相信 , 只 
要 用 四 条 线段 代替 三 条 线段 ,就 可 作出 类 似 的 证 明 ， 


2 Cauchy 积分 公式 


通过 Cauchy 定理 的 一 个 极 简 单 的 应 用 ， 我 们 就 有 可 能 将 解 
析 函 数 了 f(z) 表示 为 一 个 线 积分 , 其 中 变数 z 作为 一 参数 ,这 一 表 
示 式 称 为 Cauchy 积分 公式 , 有 着 很 多 重要 的 用 途 ， 总 的 说 来 , 它 
可 以 帮助 我 们 详细 地 去 研究 解析 冰 数 的 各 种 局 部 性 质 ， 


2.1 一 点 关于 闭 曲 线 的 指示 数 


在 导出 Cauchy 公式 之 前 ,我 们 必须 先 介绍 一 个 概念 , 它 确 切 
地 指出 一 条 闭 曲 线 围 绕 不 在 曲线 上 一 个 固定 点 的 次 数 ， 如 曲线 为 
- 逐 段 可 微 ( 我 们 这 样 假定 并 不 失去 一 般 性 )， 则 可 以 下 面 的 引 理 作 
为 我 们 进行 定义 的 依据 。 
引 理 1 如 果 一 条 逐 段 可 征 的 闭 曲 线 y 并 不 通过 点 %, 则 积分 


让 


二 


这 一 引 理 春来 很 平 用 因为 我 们 可 以 写成 


az -| 加 
ey , a lop (2— 9) 


-| aloglz-a 十 多 | aargCc- 人 9 

当 2 描 出 一 条 闭 曲 线 时 ，log|z 一 4| 回 到 它 的 最 初 值 而 arg(z 一 9) 
则 增 大 或 减 小 2r 的 一 个 倍数 . 这 样 似 可 肯定 上 面 的 引 理 ， 但 再 
仔细 想 一 下 ， 就 会 发 觉 这 理由 是 不 充分 的 ， 除非 arg(z 一 轨 的 值 是 
唯一 地 定义 的 ， 

最 简单 的 证 明 是 计算 的 证 法 ， 设 7 的 方程 为 2=z( 作 ，a<t 
<B, 考察 函数 : : / 
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h(t) = [0 z(t) ot. 


g(t)—a . 
它 在 闭 区 间 [lw，6] 上 有 定义 而 且 连 续 ， 只 要 > 连续 , 则 它 具有 
导数 


ji 人 全 一 人 


ST) 
从 这 一 式 可 知 e (gz() 一 @) 的 导数 除了 可 能 在 有 汶 个 点 上 以 外 
都 将 等 于 零 , 而 这 一 函数 是 连续 的 ,所 以 它 必 为 一 常数 .因此 有 
ob 一 Z(t)—4 
(0)—G 
由 于 x(B) 一 z(a)， 故 得 eo”=1, 因此 hB) 必 是 22% 的 一 个 从 数 . 
这 就 证 明了 引 理 . 
现在 我 们 可 以 把 一 点 & 关于 则 线 7 的 消 示 数 用 下 面 的 广 称 来 
定义 , 即 


0 
y 2 一 多 
用 示意 性 的 术 活 来 说 , 指示 数 又 称 为 划 线 y 关于 点 & 的 环绕 次 数 . 
显然 , nC( 一 7, 9) = 一 %(Y,，9). / 
“下面 的 性 质 是 定理 和 的 直接 推 沦 ; 
GD 着 7 位 于 一 个 加 的 内 部 , 风 对 于 该 四 外 部 的 所 有 点 0 有 
ny, 4) 一 0. 
把 y 作为 点 集 ， 那么 它 是 一 个 闭 集 而 且 有 界 ， 它 的 余 集 是 开 
集 , 可 用 余 集 的 分 集 , 即 不 相交 的 域 的 并 集 来 表示 。. 简 言 之 , 我 们 
就 说 确定 这 些 域 ， 如 果 这 些 域 是 在 扩充 平面 上 , 那么 , 它们 之 中 
肯定 上 只 有 一 个 包含 无 穷 远 点 ， 因 此 , 7 确定 了 一 个 , 而 且 只 有 一 
个 无 界 的 域 . YY- 
(ii) ak 0) 看 作 是 @ 的 -个 西数 ， 则 它 在 > 所 确定 的 各 个 


WY, 9) 一 元 


和 


由 所 确定 的 同一 城中 的 任意 两 点 都 可 用 与 7 不 相交 的 折线 

连接 起 来 。 因 此 , 如 果 ?y 与 由 5 至 0 的 线段 不 相交 , 则 我 们 只 要 证 
一 一 -一 ~ 
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明 nCy, 9) =n(Y ,5) 就 够 了 .在 这 线段 之 外 ,函数 (2 一 4)/(z 一 9) 
决 不 取 负 实数 与 零 ， 据 此 , log[(z 一 4)/(z 一 5)] 的 主 支 在 线段 的 
余 集中 是 解析 的 。 它 的 导数 等 于 (z 一 0) + 一 (z 一 8) 而 如 不 与 
这 一 线段 相交 , 则 必 有 
,0 

因此 (7 4) 一 n(y 太 ， 如 果 |4| 足 够 大 ， 使 包含 于 一 贺 盘 | 
<p 达 |4| 之 中 , 则 根据 (i) 可 知 %(y, 8) =0， 这 就 证 明了 在 无 界 域 
内 nn(y, 0) =0. : / 

我 们 将 会 看 到 n(y, 4) 一 工 的 情形 显得 特别 重要 , 因此 需要 为 
这 一 结论 列 出 它 的 几何 条 件 .为 了 简单 起 见 , 我 们 令 4=0. 

引 理 % 设 wx，za 为 不 通过 原点 的 闭 了 y 上 的 两 点 ， 在 
阳线 方向 内 由 2 至 和 了 台 下 为 Yu 由 二 至 网 了 避 记 为 ys， 


和 和 和 和 


和 


OI 
为 了 证 明 这 一 引 理 ， 从 
原点 引 过 入 及 如 的 灶 耳 线 
并 1 及 La( 图 4-5)， 设 工 1, Ls 
与 以 原点 为 心 的 圆 C 分 别 
交 于 点 & La， 设 O 到 正方 
向 ， 并 设 由 红 至 Ls 的 弧 段 
Ci 不 与 负 实 轴 相 交 , 而 由 6s 
至 6 的 弧 段 Ce 不 与 正 实 轴 
”相交 。 把 至 如 及 入 至 gs 的 有 疝 线段 分 别 记 为 3; 及 8。 引进 
闭 曲 绑 ad 一 和 十 8 一 CO 一 2 03 一 ys 十 0 一 Ca 一 6， 则 彼此 相 消 后 
可 得 n(yY, 0) = 六，0) 十 n(01, 0) 十 n(oa, 0). 但 01 并 不 与 负 实 
轴 相 交 ， 因此 原点 应 属于 ex 所 确定 的 无 界 域 ， 于 是 得 n(os, 0) 
一 0， 同 理 可 得 n(os, 0) = 0， 从 而 得 到 
ny, 0)=n(O, 0)=1, 
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AY 2 
Yr x z 
A 3 题 
yt 人 这些 不 是 常规 的 习题 ,是 用 以 说 明 环 绕 次 数 的 拓扑 用 途 的 . 
~ | 四 1. 把 分 成 有 穷 多 个 子 缠 , 使 在 每 一 子 强 上 存在 arg(s 一 4) 的 一 个 单 值 
让 分光, 以 此 来 给 出 引 理 的 另 一 证 明 。， 要 特别 注意 , 为 证 明 这 样 一 个 分 划 的 
存在 性 而 需 用 的 紧 致 性 论据 . z | 
2. 对 于 不 过 点 4 的 任何 连续 闭 曲 线 y， 不 论 它 是 否 逐 段 可 微 , 总 可 能 定 


义 nCy, 0), 为 此 ,将 分 成 子 弧 1,，…， yn 每 段子 弧 都 包含 在 不 含 4 的 一 个 
圆 嚼 中 ， 设 ox 是 从 yi 的 起 点 到 终点 的 有 向 线段 ， 并 令 0=01 十 … 十 om. 定 


义 n(CY, Q) 为 nCo, q) 的 值 . 


为 验证 这 定义 , 证 明 . 

(a) 结果 不 依赖 于 分 法 ; 

(b) 如 果 ?y 是 逐 段 可 微 的 , 则 新 的 定义 等 价 于 老 的 定义 ; 

(e) 正文 中 的 性 质 人 和 (继续 有 将 . 

3. Jordan 钱 线 定理 断言 : 平面 中 的 每 一 条 Jordan 曲线 怡 好 确定 两 个 
区 域 。 环 绕 次 数 概 念 使 定理 的 一 部 分 的 证 明 加 快 ,就 是 说 : Jordan 曲线 7 的 
补 至 少 有 两 个 分 集 . 如 果 存 在 一 点 4, 使 nCY, 4) 直 0, 情况 就 是 这 样 ， 

可 假定 在 y 上 Res>>0, 并 设 有 点 44、sEy， 适 合 Ims1 二 0，1m #2>>0.， 
这 些 点 可 以 取得 使 y 上 没有 其 它 的 点 位 于 0 到 2 和 0 到 za 的 线 肌 上 ， 衣 24a 
和 ?ya 是 由 位 到 sa 的 7 的 吸 
包括 端点 )， : 

设 01 是 由 从 0 到 #1 的 线 
巩 接 上 y+ 和 从 ss 到 0 的 线段 
组 成 的 闭 曲 线 ,并 设 cs 的 构造 一 
与 01 相同 ， 但 yi 换 成 yz, 于 
是 01 一 U2 二 或 一 7. 

正 实 轴 和 31i 与 % 都 相交 


(为 什么 ?). 选取 这 样 的 记号 ， 4-6 Jordan 曲线 定理 部 分 
使 右边 最 远 的 交点 22 是 与 yz 相交 的 点 (图 4 6). 
证 明 : 


(a) nCa1, mm) = 册 因此 ,对 于 se yo 有 n(o1 2)=0; 
Cb) 对 于 小 的 2>0, nCoy 2) ==n(g2 2)=1( 引 理 2); 
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(ec) 正 实 轴 与 的 第 一 个 交 ， 点 wi 位 于 yi 上 : 
(d) nloo, Xx) 一 1 因此 ,对 于 se yi, 有 n(02, 8)==1; 
(e) 正 实 轴 有 一 段 , 其 一 闯 在 Y1 上 荔 一 问 在 7Y2 虐 . ,下 无 其 它 他 ] 中 


上 . 这 两 端点 之 间 的 点 < 满足 nCY, z) = 荆 或 一 1 A 
2.2 积分 公式 A CT 


设 f(z) 在 一 开 圆 盘 4 内 解析 .考察 4 中 的 一 条 闭 曲 线 Y 及 


下 在 ?上 的 一 点 4E4 把 qaneny 定理 应 用 于 函数 
F(z)= 一个 = 大生 


这 一 函数 对 于 和 关 6 是 解析 的 . ne 则 没有 定义 ， 但 它 满足 
条 件 OQ 
lim F(z) (2—0) —lm[ f(s)— —f(@)]=0, 


这 是 定理 5 阐 东 六 ”内 此 


| f(z) — f(a) dz=0 


2 


这 一 方程 可 写成 下 面 的 形式 


了 0 


但 右边 的 积分 根据 定义 应 等 于 2x2* ny, a 因此 证 明了 下 面 的 
定理 : 


ny, Wf (0) — 3 f(s) mw (20) 


rt 
这 里 w(y, 外 是 点 4 关于 7 的 指示 数 , 

在 上 面 的 叙述 中 ,我 们 不 要 求 & 是 4 中 的 一 点 , 这 主要 是 为 了 
便于 对 不 属于 4 的 情形 解释 公式 (20)， 事 实 上 ， 当 4E4 时 ， 
n(y, 4) 及 右边 的 积分 都 等 于 零 ， 因此 , 不 论 1(@) 取 怎样 的 值 , 公 
式 (20) 都 正确 . : 
”很 明显 , 对 于 任 一 可 以 应 用 定理 5 的 域 2, 定理 6 均 成 立 . 也 
可 允许 有 应 予 除去 的 点 6， 只 要 它们 都 不 与 a。 相 重 . 
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这 一 定理 最 普通 的 应 用 是 用 于 wy，o) =1 的 情形 , 这 时 我 们 
有 
f(9) = 2 | Fs, (31) 
这 一 式 常 称 为 表示 公式 ， 事 实 上 , 只 要 f(s) 在 y 上 的 值 为 已 知 , 且 
如 已 知 f(z) 在 4 内 解析 ， 则 了 (9) 的 值 就 可 以 算出 。， 在 (21) 式 中 ， 
只 要 关于 ?7 的 指示 数 始终 保持 等 于 工 那么 ,我 们 也 再 以 令 < 取 
不 同 的 各 种 值 。 这 样 ,我 们 就 可 以 把 c 当 作 是 一 个 变数 , 为 了 方便 
起 见 , 可 将 记 法 稍 加 改变 而 把 (21) 式 写成 


j=- (22) 


人 
这 一 公式 通常 称 为 -Cauchy 积分 公式 ， 应 当 记 住 ， 这 一 公式 
仅 当 mn(yY, z) =1 时 正确 ， 下 用 我 们 对 j2) 在 圆 盘 内 散 执 遇 作 


了 证 明 . 


习题 


1. 计算 | Sa, eT 


jz1le1 旋 


“2, 将 被 积 函数 分 解 为 部 分 分 式 , 计算 


| Og 
lzl=2 22 十“ 


~、 “laszl 
2. 计算 | rs 
条 件 是 |a| 寺 p. / 
| 提示 ， 应 用 方程 好 = 必 及 加 
lazl= -ip 二 | 


2.3 高 阶 导数 


表示 式 (22) 给 人 我 们 提供 了 一 个 研究 解析 函数 局 部 性 质 的 理想 

工具 . 特别 是 ,我 们 从 此 可 以 证 明 一 个 解析 函数 其 有 和 名 阶 导 数 ,而 
各 阶 导 函 数 也 必 都 是 解析 的 ， 

现在 来 考察 在 一 任意 域 吕 内 解析 的 函数 f(z)， 对 于 一 点 
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4€E 0, 我 们 确定 一 个 包含 于 2@ 中 的 8 邻 域 4 并 在 4 内 确定 一 
个 以 & 为 中 心 的 圆 O。 对 4 内 的 f(x) 可 以 应 用 定理 6. 由 于 
"0，9) 一 1， 故 知 对 于 O 内 部 的 所 有 点 都 有 m0 人 9 天 
于 这 些 z, 根据 (22) 式 有 
f(s) = pa 人 
只 要 这 一 积分 可 以 在 积分 号 下 进行 微分 , 则 


1 ( f(a , 
f (2) = Dar | (EC 一 2 0) (23) 


f° (0) -| hr. (24) 


如 果 这 些微 分 公式 能 够 得 到 证 明 ， 那 就 证 明了 C 内 部 各 点 上 各 阶 
导数 的 存在 ， 由 于 Q 中 的 每 一 点 都 位 于 某 一 圆 C 的 内 部 , 故 在 整 
个 域 2 中 各 阶 导 数 的 在 在 得 证 ， 同时 我 们 也 将 得 出 一 个 便于 求 
导数 的 表示 公式 。 

这 里 的 证 明 或 者 可 参照 实数 情形 中 的 相应 定理 来 进行 ， 或 者 
证 明 一 个 关于 线 积分 的 一 般 定理 ， 这 一 线 积分 的 被 积 函数 在 分 析 
意义 上 依赖 于 一 个 参数 。 实际 上 , 就 目前 需要 来 说 , 我 们 只 要 证 明 
下 面 一 个 引 理 吏 够 了 . : 

引 理 3 设 248) 是 弧 ? 上 的 一 个 连续 函数 。 则 函数 


让 


PC 2 


在 7 所 确定 的 任 一 域内 都 解析 , 且 其 导数 为 
F(z) 一 外 厅 1(2) 

先 证 瑟 (z) 是 连续 的 。 设 加 为 不 在 ,上 的 一 点 ， 选 取 邻 域 
je 一 和 |<<5， 使 之 不 与 ? 相交。 将 * 限制 于 较 小 的 邻 域 | 一 a|< 
5/2 之 中 , 则 对 所 有 的 ZEy， 就 得 | 一 2| >5/2， 从 

— (o_o) Po 
Fi(0)— Pie) = (eo0)] 72 OE 
AOE A el 
这 一 不 等 式 证 明了 Fi(z) 在 加 是 连续 的 。 
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立即 可 得 


将 引 理 的 这 一 部 分 应 用 于 函数 gC)/(L 一 20)， 则 知 当 2z 一 0 
时 , 差 商 


0) | _ 9(&yde 
| 2 20 7 《一 外 《6 一 20) 
将 趋 于 极限 了 2(z0)。 这 就 证 明了 Zakz) 一 了 2(2). 
一 般 的 情形 可 用 归纳 法 来 证 明 ， 假 设 已 经 证 明 
Pl?) = (no—1)F,(z). 
从 恒等式 / : 


F(z) — Plz0) = | 二 -| | 


a 

+ Cm) | Be 

可 知 F(z) 是 连续 的 ， 事 实 上 , 根据 归纳 假设 应 用 于 
9(L)/ 必 一 20)， 上 式 右 边 第 一 项 当 2>zo 时 将 趋 于 零 , 而 在 第 二 项 
中 ， 儿 一 20 的 因子 在 2 的 一 个 邻 域 中 有 界 . 现在 如 以 2& 一 20 除 恒 等 
式 两 边 ， 并 令 z>zo， 则 第 一 项 中 的 商 将 趋 于 一 导数 ， 根 据 归 纳 假 
设 , 它 应 等 于 (n 一 1) 了 ,rzi(zo)， 第 二 项 中 余下 的 因子 是 连续 的 , 根 
据 上 面 已 经 证 明 过 的 关系 可 知 它 应 具有 极限 Fi(xo). 这 就 证 明 
了 于 PF (20) 的 存在 ， 且 等 于 nbnri(Yo) 。 

很 明显 ， 引 理 8 就 正 是 用 严格 方法 导出 公式 (23) 及 (24) 的 依 
据 ， 这 样 ,我 们 就 证 明了 任 一 解析 函数 具有 各 阶 导数 , 它们 都 是 解 
析 的 , 且 可 用 公式 (24) 来 表示 . 

在 这 一 结果 的 许多 推论 中 , 我 们 可 以 指出 两 个 古典 定理 ， 第 
一 个 就 是 所 请 Morera 定理 , 可 叙述 如 下 : 


直下 


y， 有 | fd 一 0, 则 f(s) 在 9 内 解析 . 


正 象 我 们 在 1.8 节 中 所 已 经 说 明 的 ， 从 假设 条 件 可 以 推 知 
f(s) 是 一 个 解析 函数 也 (2) 的 导数 。 因 此 知 f(z) 本 身 是 解析 的 . 

第 二 个 古典 定理 称 为 Liouville 定理 : 

在 整个 平面 中 有 界 的 解析 函数 必 是 一 常数 ， 
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为 了 证 明 这 一 定理 ， 我 们 应 用 一 个 从 (24) 式 导出 的 简单 估计 
式 ， 设 C 的 半径 为 "， 并 设 在 CO 上 有 [7(6)l 夺 用 、 应 用 (24) 式 ， 
取 * 一 0 则 得 

Fe) 和 Wool (25) 
对 于 Liouville 定理 ,我 们 只 须 研 究 n=1 的 情形 , 定理 的 假设 条 性 
意味 着 在 所 有 的 加 上 都 有 |f(&) | 三 用、 因此 可 令 7 一 22， 于 是 对 
于 所 有 的 4, 从 (25) 得 (4) 一 0， 由 此 可 知 函 数 是 一 常数 . 

Liouville 定理 引出 了 代数 基本 定理 的 证 明 。 设 已 () 为 次 数 
>-0 的 多 项 式 。 如 P(2) 恒 不 等 于 零 , 则 1/P(e) 将 是 整个 平面 中 的 
解析 函数 ， 当 ?一 co 时, P(z) 一 00, 因 比 二 一 0 这 丈 玫 示 
函数 是 有 界 的 (绝对 值 在 Riemann 球面 上 连续 ， 因 此 具有 一 有 限 
的 极 大 值 ), 根据 Liouville 定理 , 1/P(w) 应 为 常数 ， 但 销 形 并 涉 
如 此 , 因此 方程 已 2) 一 0 必 有 一 个 根 . 四 

不 等 式 (25) 称 为 Cauchy 估 值 。 重要 的 是 , 它 表 上 明 一 个 解析 
函数 的 逐次 导数 不 能 是 任意 的 ， 必 有 一 个 用 及 一 个 + 存在， 和 伟 
(25) 成 立 ， 为 了 很 好 地 应 用 这 一 不 等 式 ,适当 地 选择 7 就 很 重要 ， 
其 目的 就 是 使 函数 We)r 尽量 的 小 , 此 处 政 () 是 .ff 在 15--4i 
一 站 上 的 极 大 值 , 

习 题 
1， 计 算 : 

| crern dg: | gn(1 pm de | ig-al-sldel (lal#p), 

2. 求证， 在 整个 平面 中 解析 的 函数 如 果 对 于 某 些 2 及 所 有 充分 大 的 
“1s|, 能 满足 不 等 式 |f(2)| < |z|", 则 必 为 一 多 项 式 . 

3， 设 f(z) 是 解析 函数 ,对 于 |s| <R, 有 |f(2)|<M, 试 式 |f"(2)| 在， 
1zs{ 志 p< 五 中 的 上 田 . 

4. 设 f() 当 |z| <1 时 解析 , 且 |fC2)1<1/(1 一 2) 试 出 wanehy 不 等 
式 求 |PFm(0) | 的 最 优 估 值 . 

5， 求 证 一 个 解析 函数 在 一 点 上 的 逐次 导数 决 不 能 满足 不 等 式 | Po(s)| 
>nin?， 试 作出 一 个 同类 的 较 明 确 的 定理 ， 
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6， 引 理 3 的 一 个 更 为 一 般 的 形式 如 下 ; 设 函数 pCz, 人 站 在 z 位 于 区 域 人 
中 而 xc<t<8 时 , 作为 两 个 变量 的 函数 是 连续 的 。 再 设 pks 蕊 对 任何 固定 的 
1 作为 2&€ 0 的 函数 是 解析 的 ,那么 

T(z) = | wa, pat 
关于 z 是 解析 的 , 且 
(= | TP hi, (26) 
归 证 咏 于 去， 可 将 2p(2z， 轴 表 成 Ca 积分 
pa 划一 | PD a. 


am .0 一 
2) -| ( 2 
并 用 引 理 3 证 明 (26)， 


at) < 
jr? PC, yat C—g » 


3 解析 函数 的 局 部 性 质 


上 面 我 们 已 经 证 明 ; 解析 西数 具有 各 阶 导数 ， 在 本 节 中 , 我们 
将 详细 研究 其 局 部 性质 ， 包 括 解析 函数 的 各 种 孤立 奇 点 的 分 类 . 


3.1 可 去 奇 点 ， Taylor 定理 


在 定理 3 中 ,我 们 提出 了 一 个 较 弱 的 条 件 , 用 以 代替 有 穷 个 点 
上 的 解析 性 , 而 不 影响 最 后 的 结果 ， 在 定理 5 中 , 我 们 又 证 明 , 在 
这 些 较 弱 的 条 件 下 ， 圆 盘 中 的 Cauchy 定理 仍 保持 正确 。 这 就 是 
我 们 导出 Cauchy 积分 公式 的 主要 根据 , 因为 我 们 应 用 Cauchy 定 
理 于 函数 (f(z) 一 Fa))/(G 一 0). 

最 后 , 我们 曾 指 出 ,如果 有 有 穷 个 例外 点 存在 ， 都 满足 定理 3 
的 基本 条 件 , 则 只 要 这 样 的 点 没有 一 个 与 “ 重合 , Cauchy 积分 公 
式 仍然 有 效 , 这 一 说 明 较 之 它 表现 在 表面 上 的 更 为 重要 . 事实 上 ， 
Cauchy 公式 使 我 们 能 用 依赖 于 z 的 一 个 积分 来 表示 f(z), 在 例 
外 点 亦 如 在 其 他 地 方 一 样 都 有 此 特性 .因此 , 例外 点 只 是 些 缺 乏 了 
解 的 点 ， 而 不 是 本 质 上 有 何不 邮 的 点 。 具有 这 一 特 性 的 点 称 为 可 
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去 奇 点 。 现 在 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 7 设 信 是 一 个 由 区 域 人 这 才 一 点 而 成 的 区 域 并 设 


| 和 
昌 
三 


和 人 


这 一 定理 的 必要 性 和 唯一 性 都 是 很 明显 的 ， 因为 延 拓 的 函数 
必须 在 & 上 连续 ,为 了 证 明 条 件 的 充分 性 , 可 以 & 为 心 作 一 图 0， 
使 C 及 其 内 部 都 包含 在 从 内 ， 这 时 Qauchy 公式 是 适用 的 , 对 于 
O 内 部 的 所 有 2 才 9, 可 有 

d 
fn). 
但 右边 的 积分 表示 一 个 在 C 内 部 处 处 解析 的 2 的 函数 。 因此 , 一 
个 函数 , 当 % 天 4 时 和 它 等 于 了 (%) 而 当 z 一 4 时 , 它 的 值 为 | 
pa (27) 
这 一 函数 必 在 4 内 解析 ， 我 们 目 然 可 以 .六 2 表示 延 拓 的 函数 , 而 
以 f(q) 表 示 值 (27)， 
” 我们 将 这 一 结果 应 用 于 证 明 Cauohy 公式 时 所 用 的 函数 


F(z) = f(g) 一 (a) 
| Z—0 


这 一 函数 在 4 一 6 时 没有 定义 ， 但 它 满足 条 件 lim(s 一 0) 了 (2) 一 0， 


当 z>6 时, 了 (z) 的 极限 是 了 (9)， 因 此 ,存在 一 个 解析 通 数 , 它 在 
Zz 关 6 时 等 于 了 (zx), 而 在 2 二 6 时 等 于 了 (4)， 以 及 (%) 表示 这 一 函 
数 ， 重复 这 一 过 程 ， 可 得 一 解析 函数 fa(%)， 当头 4 时 ， 它 等 于 
(fi(2) 一 所 (0))/(z 一 0)， 而 当 z=4 时 它 等 于 月 (q)， 如 此 等 等 
用 以 定义 f(z) 的 化 推 关系 可 与 成 如 下 形式 ， 
z f(z)=f(0)+ (2~—a)fi(?), 
f1(2) = fi(0) + (g— 4)f2(%), 


[和 
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这 些 方程 对 2=6 也 正确 ,从 这 些 方程 可 得 
fs) =f (0) T2000 FG) 十 (一 gf) 十 和 
7 CD) Te G) "fa(%2), 
微分 次 ,并 令 s 一 8， 得 
f°" (0) =n!fn(a). 
这 确定 出 系数 fC4), 因此 得 如 下 形式 的 Taylor 定理 : 
定理 8 设 f(2) 在 包含 & 的 区 域 介 内 解析 , 则 人 有 
f(2) =f (0) + D(a) + + 
+ (0+ fas) (2— 8)", (28) 
此 处 f(z) 在 侣 内 是 解析 的 ， 

这 一 有 限 的 展开 式 必须 和 后 面 即将 讨论 的 无 穷 Taylor 级 数 
很 好 区 别 。 不 过 ， 对 于 研究 了 f(z) 的 局 部 性 质 来 说 ,最 有 用 的 还 是 
有 超 展 开 式 428).， 它 之 所 以 有 用 ,在 于 f"(2) 有 一 个 表 成 线 乌 分 的 
位 单 的 显 式 表示 ， 

后 月 上 机 的 加 一个 是 和 我 人 有 
(=|, Te. 
而 后 用 从 (28) A 包 全 人 J 的 内 有 一 项 ， 


_ a 
(9) -| tae 
但 对 于 OQ 内 部 的 所 有 4, 恒 等 地 有 


1 1 
PO- 2 Ta) 2-0 
根据 引 理 3, 有 Ta 一 Fo 因此 ,对 于 所有 的 v 之 1, 有 
(6) 一 0. 政 fa(%) 的 表达 式 化 为 


fC 06 9 
fn(2) = 元 到 GC 一 区) (29) 


这 一 玫 示 式 在 0 内 部 是 正确 的 ， 


5 


3.2 零点 和 极点 
知 果 fa) 及 际 有 的 导数 ”4) 部 等 于 堆 ， 则 根据 (28)， 对 于 


任 一 个 % 
f (2) =fn(2) (2—0)". - (30) 
六 (的 知 值 可 用 (29) 式 求 得 。 具有 周 界 OO 的 圆 盘 应 包含 于 域 0 
中 , 在 这 个 域 2 内， 函数 f(z) 有 定义 且 解 析 。， 绝对 值 |f(z)| 在 0 
上 具有 一 个 极 大 用 ; 如 令 C 的 半径 为 有 BR, 则 对 于 2 一 81 三 及, 有 
| M 
fa(2) | FE 
因此 ,根据 (30) 式 ， 
2—@| MR 
(2) |<( 2 ) "RT 


但 在 mn->oo 时 , (|z 一 61/B)">0, 因为 j* 一 %g| BR， 因 此 ,在 0 的 
内 部 , f(z) =0. 

现在 我 们 来 证 明 在 整个 8 内 f(z) 恒 等 于 零 ， 设 轧 为 一 集 ， 
在 其 上 f(z) 及 其 所 有 导数 都 等 于 零 , 并 设 Bs 为 男 一 集 , 在 莽 上 函 
数 或 其 导数 之 一 异 于 零 。 则 根据 上 面 的 理由 可 知 Bi 是 开 集 ， 而 
由 于 函数 及 其 所 有 导数 都 是 连续 的 , 故 知 Bs 也 是 开 集 . 因此 ,有 柬 
或 用 必 有 一 为 空 集 ， 如 果 本 为 空 集 , 则 函数 应 恒 等 于 零 。 如 果 
Bi 是 空 集 , 则 f(z) 及 其 所 有 导数 不 能 同时 等 于 零 ， 

设 f(z) 不 恒 等 于 零 。 那么 , 如 果 f(8) =0, 则 存在 第 一 个 不 等 
于 零 的 导数 f(g)。 此 时 ,我 们 称 4 为 一 阶 零点 ,根据 上 面 的 证 
明 , 可 知 无 穷 阶 零点 是 不 存在 的 .在 这 一 方面 ,解析 函数 与 多 项 式 
具有 同样 的 局 部 性 质 , 正 象 在 多 项 式 的 情形 一 样 ,我 们 可 写 f(z) 
一 (z 一 Q)?,(z)， 此 处 (2) 是 解析 的 ,是 (4) 大 0， 

在 同样 情形 中 , 由 于 f(z) 是 连续 的 , 故 知 在 c 的 一 个 邻 域 中 ， 
f(z) 关 0, 而 z==9 就 是 f(z) 在 这 一 邻 域 中 的 唯一 零点 , 换 句 话说 ， 
凡是 一 个 不 恒 等 于 零 的 解析 函数 的 诸 零点 部 是 孤立 的 .这 一 性 质 
也 可 叙述 为 下 面 的 唯一 性 定理 : 设 (oO 及 y(2) 是 0 内 的 两 个 解析 
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畏 数 ， 如 果 有 一 个 点 集 ， 所 有 一 聚 点 在 全 中 ， 在 这 个 集 上 f(z) 一 
g(z), 则 f(z) 便 等 于 g(x)， 这 一 定理 可 用 差 f(z) -gz) 来 证 明 . 

这 一 定理 的 特例 中 值得 一 提 者 是 : 如 果 flz) 在 Q 的 一 个 子 域 
中 恒 等 于 零 , 则 它 在 9 内 恒 等 于 零 , 同样 , 如 果 f(z) 在 一 段 不 退化 
为 一 点 的 弧 上 恒 等 于 零 , 则 在 整个 域内 恒 等 于 零 ， 也 可 以 这 样 说 
一 个 解析 西数 可 上 它 在 任 一 集 上 的 值 唯一 地 确定 ,、 另 区 这 一 集 有 
一 巢 交 DE 站 晤 析 域 币 ， 不 过 ”这 弃 不 意味 闭 我 们 已 经 知道 了 计 
3 纶 数 庶 训 不 柯 计 活 

现存 我们 六 考察 一 个 在 的 外 解 术 的 胃 屠 Jo) 这 一 函数 
-不 解析 ， 也 就 是 说 ， f(z) 将 在 区 域 0<1|z— G| 一 
人 的 孤立 条 皮 、， 下 面 我 们 已 经 讨论 辽 可 靶 
奇 瓦 的 情形 据 此 , 我 们 可 以 定义 玉 Q) 使 得 f(z) 在 圆 盘 |z 一 4 过 5 
内 成 为 一 个 解析 函数 , 因此 这 里 就 不 须 作 进一步 的 研究 @. 

如 果 lim f(x) 一 oo, 则 点 & 称 为 1(2) 的 极点 ,而 令 f(4) 一 ce， 


存在 一 个 5<5, 使 得 当 0< ij 一 中 <3 时, f(z) 0， 在 这 一 区 域 
中 ,函数 94z) =1/f(z) 有 定义 且 解 析 ， 但 9(%) 在 4 处 的 奇 点 是 可 
去 的 ,而 且 g(z) 具 有 一 个 解析 延 拓 , 以 9(4) 一 0， 由 于 9(2) 并 不 恒 
等 于 零 ，a 处 的 零点 具有 有 穷 的 阶 数 ， 可 命 9(2) ==(z 一 0)"*gn(z)， 
9r《4) 天 0。 数 有 有 称 为 极点 的 阶 数 ， f(z) 的 表示 式 为 


f (2) = (2—a) f(s), 

其 中 六 (2) 1/g;(2) 在 a 的 一 个 邻 域 中 解析 且 不 等 于 零 ， 这 样 ， 
就 可 以 看 出 一 个 极点 的 本 质 恰 与 有 理 函 数 情 形 中 的 一 样 . 

一 个 在 域 8 内 除了 极点 以 外 到 处 解析 的 函数 f(z) 称 为 2 内 
的 半 纯 函 数 . 更 精确 地 说 , 对 于 每 一 个 <EQ, 在 8 内 必 存 在 一 个 
邻 域 | -a|<3， 使 得 函数 jz) 或 者 在 整个 邻 域 中 解析 ,或 者 在 区 
域 0 一 | cl 一 3 中 解析 , 而 孤立 奇 点 是 一 个 极点 ， 一 个 半 纯 函数 
的 极点 ， 根 据 定义 是 孤立 的 . 在 8 内 解析 的 两 函数 之 商 


@ ”如 a 为 一 可 去 奇 点 , 则 f(z) 常 称 为 在 a 处 正则 ; 这 一 词 有 时 雨 作 解析 的 同 义 
语 。 
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f(z)/g(lz), 只 要 9(s) 不 恒 等 于 稚 , 刚 是 怠 内 的 半 钝 函数 ， 亡 可 能 
有 的 极点 都 是 9(z) 的 零点 , 但 js) 及 9 的 公共 零点 也 可 以 是 一 
个 可 去 奇 点 ， 若 有 这 一 情形 存在 ， 则 商 的 值 必须 用 连续 性 确定, 
更 一 般 地 说 , 两 个 半 纯 函数 的 和 、 积 及 商都 是 半 纯 的 。 除 非 把 常数 
oo 也 当 作 是 一 个 半 纯 函数 , 否则 分 母 恒 等 于 零 的 情形 应 除外 . 

为 了 更 详细 地 讨论 孤立 奇 点 ,我 们 来 考察 两 种 情形 
(Dlim|z—el® lf(2) 1 =0 2)limlz -ol* f(z) |= ,此 处 «是 一 


实数 .如果 对 于 某 一 个 a, 条 件 (1) 成立, 则 对 所 有 更 大 的 &, 因而 
对 某 一 整数 m%，(1) 也 成 立 ， 因 此 ，(z 一 0)”(z) 具有 一 可 去 奇 点 ， 
而 当 z~a 时 它 等 于 零 。 这 里 又 有 两 种 情形 ， 或 者 是 f(z) 恒 等 于 
零 ,此 时 (四 对 所 有 的 a 都 成 立 , 或 者 是 (一 a)"f(z) 具 有 一 有 限 阶 
数 天 的 零点 ， 在 后 一 情形 下 ， 可 知人 对 所 有 >>h=m 一 成 立 ， 
而 (2) 对 所 有 a<h 成 立 ， 现 在 设 (2) 对 某 一 «成 立 ; 则 对 所 有 更 小 
的 ww 因而 对 某 一 整数 % 条 件 (3) 成 立 。 天 数 (2 一 &)"f(z) 具有 一 
有 跟 阶 数 了 的 极点 , 如 令 有 =n 十 ?， 则 仍然 有 (了 ) 对 所 有 a 之 h 成 立 
而 (2) 对 所 有 a<h 成立, 这 一 讨论 说 明 有 三 种 可 能 情形 (i) 条 件 
(1) 对 所 有 的 a 成 立 ,而 了 (%) 恒 等 于 零 ，( 庆 i) 存在 一 整数 有 ,使 笨 件 
(DD) 对 所 有 o> 成 立 ,而 条 件 (2) 对 所 有 a<h 成 立 ; (iii) 无 论 条 件 
(或 (2) ,对 任 一 a 都 不 成 立 。 

第 Gi) 种 情形 是 没有 意义 的 ， 在 第 (i 种 情形 中 ， 我 们 可 把 % 
称 为 1(z) 在 & 处 的 代数 阶 数 ， 如 & 为 -一役 点 , 则 是正 的 ; 如 a 为 
一 零点 , 则 是 负 的 ; 如 (2%) 在 a 处 解析 伍 王 0, 则 =0。， 值 得 注 
意 的 是 阶 数 永远 是 一 整数 ; 没有 一 个 单 值 解析 函数 能 象 |z 一 | 的 
非 整 数 次 乘 短 那 样 趋向 于 0 或 oo，。 

在 志 阶 极点 的 情形 , 对 解析 函数 (z 一 “) (2) 应 用 定理 8, 得 如 
下 展开 式 

Gf) Bit Bi ot. 
+ Blz- a) t+p(2) (20), 


其 中 男 数 pg) 在 z=& 处 解析 ， 如 2 和 二 &,，. 则 证 用 (z--4)* 诞 除 上 : 
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f(2 =B(2—a) ?+ B12 m2) + 

-Blz—a) +o(%). 

上 面 的 展开 式 中 , 在 9(2) 前 面 的 部 分 称 为 f(z) 在 z 一 a 处 的 奇 部 . 
由 此 可 怀 i, 一 个 极点 不 仅 有 阶 数 ,而且 还 有 定义 妥 贴 的 奇 部 。 具 有 
相同 奇 部 的 两 个 函数 之 差 在 < 处 是 解析 函数 ， 

在 (ii) 的 情形 ， 点 & 称 为 本 性 孤立 奇 点 ， 在 一 个 本 性 奇 点 的 
邻 域 中 ，f(z) 一 方面 是 无 界 的 ,但 同时 又 是 任意 pe 下 
面 我 们 来 证 明 Weiersirass 的 一 个 经 典 定理 ， 借 以 说 明 函 数 在 本 
性 奇 点 邻 域 中 复杂 性 态 的 特 入 ， 

定理 9 在 性 奇 扣 的 每 一 邻 晟 中 都 将 任意 地 


在 


二 


如 果 这 一 晰 井下 正确 , 那 末 一 定 可 以 找到 一 个 复数 4 及 一 个 
3S>0, 在 & 的 一 个 邻 域 (z=& 除外 ) 中 满足 条 件 'f 2) -4|>>6. 于 . 
是 对 于 任 一 a<0, 有 limlz 一 el1*|f(2) 一 41 一 coo， 这样, 5 就 不 能 
是 f(z) 一 4 的 本 性 奇 点 。 因 此 , 必 存 在 一 个 B, 使 

jim jz 一 %| lf(2)—A4|= 


而 且 可 以 选取 B66 是 一 正 数 ， 在 这 一 情形 , 由 于 


lim|s—al?|4| = 
lim|s—als|f(2)| =0, 


而 a 就 不 能 是 了 (2) 的 本 性 奇 点 ， 这 与 假设 矛盾 ,因此 定理 得 证 ， 
孤立 奇 点 的 概念 也 适用 于 在 oo 的 邻 域 lz| > 召 中 解析 的 函 
数 ， 由 于 f(o0) 是 没有 定义 的 , 我 们 把 oo 看 作 是 一 孤立 奇 点 , 根 
据 约定 , 如同 (2) =f(1/z) 在 z=0 上 的 奇 性 一 样 , 它 具 有 可 去 奇 
点 、 极点 或 本 性 奇 点 的 同样 特性 。 如 奇 点 是 非 本 性 的 , 则 (2) 只 
有 一 代数 阶 使 lim sf(o) 既 不 等 于 零 ,也 不 等 于 co, 因此 对 于 


一 极点 , 奇 部 应 是 : 的 多 项 式 ， 如 ce 为 一 本 性 奇 点 , 则 在 so 的 每 
一 邻 域 中 , 函数 具有 定理 9 所 说 的 性 质 ， 
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可 曲 


1. 若 函 数 Fe) 及 9(z) 在 8=:a 处 具有 代数 阶 庆 及 妨 求证 f9 的 防 为 
hk ff/g 的 阶 为 产 一 总 了 9 的 阶 不 大 于 max(h,). 、 

2， 求证 在 整个 平面 上 解析 而 在 "处 具有 一 非 本 性 奇 点 的 函数 是 一 多 

3. 求证 函数 e，sin z 及 cosz 在 oo 处 具有 本 性 奇 点 . 

4、 求 证 在 扩充 平面 上 的 任 一 半 纯 函数 是 有 理 函 数 ， 

5. 证 明 je) 的 一 个 孤立 奇 点 是 可 去 的 ， 只 要 Ref(8) 或 Tmf(#) 上 有 界 
或 下 有 界 、[ 提 示 : 应 用 一 个 分 式 线性 变换 .] 

6. 证 明 f(#) 的 一 个 孤立 奇 点 不 能 是 exp je) 的 一 个 极点 。[ 提 示 : 了 和 
ef 不 能 有 公共 的 极点 (为 付 么 ?)。 然 后 再 应 用 定理 9.] 


3.3 局 部 映照 


我 们 从 证 明 一 个 可 用 以 确定 解析 函数 零点 个 数 的 一 般 公式 开 
始 。 我 们 所 要 考虑 的 函数 帮 2) 在 开 圆 盘 4 内 解析 且 不 恒 等 于 去. 
令 y 为 4 内 的 一 条 闭 曲 线 , 在 7Y 上 f(z) 去 0 为 了 简单 起 见 ， 先 设 
f(z) 在 4 内 只 有 有 穷 个 零点 ， 记 为 入 ,23,…， 如， 这 里 ， 每 个 零点 
有 几 阶 就 重复 算 几 次 。 
反复 应 用 定理 8, 或 其 推论 (30) 式 ,就 有 (2) 二 (2 一 1)(% 一 x3) 
(2 一 加)9(2)， 这 里 g(z) 在 4 内 解析 且 关 0。 对 于 %z 包 , 特别 是 
对 于 y 上 的 2 作对 数 导 数 , 得 到 
AO 1 1 ll 1 ,92) 


fl2) 2—21 Y—% Z 一 2 ey ' 
由 于 在 4 内 g(%) 0, 故 由 Uauchy 定理 得 到 
J EM) dz=0 
gl2) 


再 根据 rn(Y, %;) 的 定义 ,有 | 
n(Yy, oY 22) 十 和 十 NCOY, 2n) 
(2) | 
zi ©) 
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震 帮 幼 在 4 内 具有 无 穷 多 个 零点 , 上 式 仍 正确 ， 事 实 上 , 7 显 
然 包 在 一 个 小 于 4 的 同心 圆 盘 4 之 中 ,除非 (2) 恒 等 于 零 (这 一 
情形 显然 应 予 剔 除 )， 盏 则 它 在 4 中 只 能 有 有 穷 个 零点 ， 这 是 
Bolzano- Weiersirass 定理 的 一 个 明显 的 推论 ， 因 为 如 果 有 无 穷 多 
个 零点 , 风 它 们 必 有 一 个 诊 点 在 4 的 凡 包 内 ,但 这 是 不 可 能 的 . 现 
在 对 圆 盘 4 应 用 公式 〈31). 在 4 之 外 的 零点 满足 条 件 my， 2 
= 0, 因此 对 (31) 中 的 和 不 起 影响 。 这样 就 证 明了 下 面 的 定理 

定理 10 pe ty 4 站 解析 且 不 己 等 于 鹤 ， 为 也 


只 
电 


| 


f(z) 
Sn 功 一 二 了 区 
这 里 的 和 只 有 有 穷 的 项 不 为 0. 


入 


函数 w=f(z) 将 7 映 成 w 平 面 中 的 闭 曲线 荆 , 故 得 


Fn go 
| .全 -|， f(g) 
因此 , 公式 (32) 具 有 如 下 的 解释 ， 
‘nT, 0= 习 ny %). (83) 


这 一 定理 最 简单 而 最 有 用 的 应 用 是 用 于 已 知 每 一 个 nC， 多 ) 
应 等 于 0 或 1 的 情形 ， 这 时 ，,(32) 式 给 出 了 计算 y 内 部 零点 总 数 
的 公式 。 当 7Y 是 一 个 圆 的 时 候 显然 就 是 这 种 情形 . 

设 “ 为 一 任意 复数 ， 对 f(z) 一 4 应 用 定理 10，f(x) -的 从 
点 就 是 方程 f(z) 一 a 的 根 , 记 为 w(o)， 代 替 公 式 (32), 得 到 公式 


nly, 2Zj(0) ) 一 | 一 疝 于 


dz, (32) 


了 (2) 一 G 
同时 , (38) 式 变 为 | 
PC oO)=Dnly, 4(0)), 
这 里 必须 设 了 2) 在 Y 上 #4。 


如 果 & 及 8 位 于 工 所 确定 的 同一 个 区 域 中 , 则 - 
z nll, 人 一 %AL ， 6), 
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因此 又 有 加 nCy, (2) =Bn(y, (8)). 


如 六 为 一 贺 ， 则 在 y 内 部 ,f(z) 取 值 及 取 值 5 的 次 数 相等 ， 下 
面 关于 局 部 对 应 的 定理 就 是 这 一 结果 的 直接 推论 ， 

定理 11 设 /(2) 在 各 处 解析 ,f(z0) 一 wo， 并 设 Fo) 一 wo 在 
“处 县 有 一 阶 鹤 点 . 若 。>0 是 够 小 , 则 上 存在 一 个 对 应 的 3>0 


昌 


我 们 可 以 选择 s, 使 F(s) 在 圆 盟 | 一 z|<s 内 有 定义 而 解析 ， 
且 使 % 是 f(z) 一 wo 在 这 一 圆 盘 中 唯一 的 一 个 零点 ， 设 7 为 贺 
1z 一 | 一 8， 并 设 7 在 映照 w= 了 F(z) 下 的 象 为 了。 由 于 wo 属于 闭 
集 工 的 余 集 ， 故 必 存 在 一 个 不 与 荆 相 交 的 邻 域 |w 一 wo| 二 5 (图 
4-7)， 由 此 直接 可 知 , 在 7 内 部 取 这 一 领域 中 的 任 一 值 a 的 次 数 
全 相等 ， 但 方程 f(x) =wo 在 7 内 部 恰 有 % 个 相 重 的 根 , 故 知 每 一 
值 zc 在 ?内 部 将 取 即 次 。 应 当 理 解 , 重 根 是 根据 其 相 重 数 计数 的 ， 
但 如 。 取得 充分 小 , 使 得 产 (z) 在 0< |j* 一 2| <s 上 也 不 等 于 零 , 于 
是 我 们 可 以 断言 , 当 c 关 wo 时 ,方程 拟 o=a 的 所 有 根 都 是 单 根 . 


“一 平面 
” 揭 4-7 局 部 对 应 


系 1 一 个 非常 数 的 解析 函数 将 开 集 映 成 升 集 , 

这 就 是 说 每 一 充分 小 的 回 盘 |: 一 w%| <s 的 象 包 合 一 邻 域 
Iw wol < 

在 % 一 工 的 情形 ， 圆 盘 jw 一 wo|<8 与 | 一 名 | <s 的 一 个 开 子 


集 4 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 ， 因 为 2 平面 上 的 开 集 对 应 于 名 平 
.132 。 | 


面 上 的 开 集 ,上 f(z) 的 反 函 数 是 连续 的 ， 上 映照 是 拓扑 的 。， 这 个 映 
照 可 以 限制 在 4 中 的 一 个 邻 域内 ,因此 有 ， 

系 2 设 f(z) 在 zw 点 解析 , 且 关 (6) 天 0， 则 它 把 so 的 一 个 邻 
二 共 形 地 而 且 拓扑 地 了 映 成 一 个 域 

从 反 函 数 的 连续 性 ,根据 通常 方法 可 知 反 函数 是 解析 的 , 因此 
逆 映 照 也 是 共 形 的 ， 反 之 , 如 果 局 部 映照 是 一 对 一 的 ， 则 定理 1 
只 在 n= 时 成 立 , 因此 户 (so) 必 异 于 零 . 

对 于 n>>1, 局 部 对 应 仍 可 精确 地 描述 。 在 定理 蔚 的 假设 条 
件 下 , 可 令 

jz) 一 Mo 一 (2 一 知 )29(2)， 
式 中 ys) 在 zo 点 解析 ， 并 且 9(z0) 关 0。 选取 一 个 8s>>0， 使 当 
:一 | 之 s 时 有 |9(2) 一 9(z0) | 过 1g(zo) |， 在 这 一 邻 域 中 , 有 可 能 
定义 MY9g(Cz) 的 一 个 单 值 解析 分 支 , 记 为 h(z)， 于 是 
ff(2) ~—wo=t (2)", 
C2) = (2— 0)R 2). z 

由 于 (xz0) =h(w0) 天 0, 故 映照 C=L(2) 在 zo 的 邻 域 中 是 拓扑 的 . 另 
一 方面 , 映照 w=wo+* 是 初等 性 质 的 , 对 于 每 一 个 名 的 值 , 确定 
n 个 等 间隔 的 Z 值 。 如 果 我 们 分 两 步 来 完成 这 一 映照 ， 就 可 得 到 
局 部 对 应 的 一 个 很 清晰 的 图 图 全 8 表示 一 个 小 圆 盘 的 原 象 ， 以 
及 映 成 正 的 半径 的 % 段 绝 ， 


2 一 平面 “一 平 而 2 一 平面 


习 题 


1. 试 明白 确定 原点 属 围 的 最 大 圆 盘 , 它 在 映照 二 名 十 # 下 的 象 是 一 对 
* 133。 


一 的 . 

2. 试 对 we’ 解 上 题 ， 

3， 应 用 表示 式 FKs) 二 wo 十 L(2)* 于 cosz, 其 中 加 一 0， 确 定 5(3). 

4. 如 果 js) 在 原点 解析 ,， 且 户 (0) 关 0 证明， 存在 一 个 解析 函数 9(8)， 
使 在 原点 的 邻 域 中 ,有 了 (2") = 了 (0) 填 gC3)” 


3.4 极 值 原理 


定理 !4 的 系 工 具有 一 个 非常 重要 的 分 析 推 理 , 称 为 解析 函数 
的 极 值 原理 . 由 于 它 简单 明显 , 所 以 是 函数 论 中 最 有 用 的 一 般 定 
理 之 一 。 通 常 ， 以 极 值 原理 为 根据 的 证 明 孝 非常 简 洲 , 故 一 般 痢 
分 乐于 使 用 这 一 类 的 证 明 ， 

定理 人 极 值 原理 设 郴 数 刀 09 征 由 解析 县 不 守 寺 党 数 ， 


| 和 和 划 


这 一 定理 的 证 明 是 很 明显 的 如 wm 一 Fo) 为 函数 在 2 内 所 
取 的 任 一 值 , 则 在 2 的 象 之 中 必 存 在 一 邻 域 |w 一 wo| 二 s， 在 这 一 
邻 域 中 , 存在 若干 个 点 , 它们 的 模 > | wo|， 因此 17(xo) | 不 是 f(z) | 
的 极 大 值 . 

这 一 锡 定理 也 可 正面 表达 如 下 ; 

定理 12 设 72) 在 一 有 界 闭 集 召 上 解析 , 则 |7() | 的 极 大 值 
出 现在 如 的 边界 上 . 

由 于 也 是 紧 致 的 ， 所 以 |f(z)| 在 如 上 有 一 极 大 值 ,假定 出 现 


”在 名 处 ， 如 果 % 是 边界 点 , 则 定理 的 断言 已 证 明了 ; 如 果 2 是 内 


点 ,那么 |f (20)| 也 将 是 |f(z) | 在 包含 于 如 中 的 圆 盘 |z 一 sol <5 内 
的 极 大 值 . 但 这 是 不 可 能 的 ， 除 非 f(z) 在 包含 的 是 的 内 部 的 
分 集中 是 常数 。 于 是 由 连续 性 可 知 ，| (z) | 在 该 分 集 的 整个 边界 上 
等 于 它 的 极 大 值 .， 这 一 边界 非 空 ， 且 包含 在 将 的 边界 路。 因此 ， 
极 大 值 总 蝇 现 在 边界 上 ， 

极 值 原理 也 可 用 分 析 的 观点 来 证 明 ， 作 为 Qauohy 积分 公式 
的 一 个 推理 ， 在 公式 (22) 中 , 把 7 取 作 一 个 圆 ,其 圆心 在 zo, 半径 
为 了 ， 则 在 7Y 上 ,5 一 2 十 ?6 dL 二 re* 2004， 因此 ,对 于 z=z0, 有 
9 jd4. 


人 jzo+remdg (84) 


公 去 (39 可 导出 不 等 式 
Geol< 元 | Go+reolmg (35) 


假设 |F(z) | 是 一 极 大 信和 手 是 次 芭 看 [FC nes) | 过 IF(w)]， 如 
果 逃 黎 疯 不 要 关系 对 于 0 商人 一个 午 席 六 /网 概 据 连续 性 , 它 在 一 
个 整个 弧 段 上 者 成 立 ， 但 这 时 |f(zo 十 re*)| 的 平均 值 将 严格 地 小 
于 |f(w) | 于 是 (35) 将 会 引出 矛盾 [fa)|< |f(so)|、 因 此 ， 
F(T 在 所 完小 不 的 加 é 和 wo| = 也 下 记 官 等 玉 To 十 
f(z)| 在 zo 3 。 由 此 不 难看 出 f(%) 
必 为 一 常数 ， 这 一 理由 提供 了 极 值 原理 的 第 二 个 证 明 方法 ， 我 们 
优先 提出 第 一 个 证 法 是 由 于 它 表 明了 极 值 原理 是 用 解析 函数 所 作 
映照 的 拓扑 性 质 的 一 个 推理 ， 

现在 我 们 来 考察 在 开 圆 盘 |z| < 刁 内 解析 而 在 闭 圆 盘 |z| 二 
上 连续 的 函数 jo， 如 在 |z| = 有 R 上 已 知 |f(z) | 过, 则 根据 前 面 
的 说 明 , 在 整个 圆 盘 内 将 有 js) | 过 履 .等 号 仅 当 f(z) 是 常数 且 绝 
对 值 等 于 用 时 成 立 ， 因 此 ,如果 已 知 (z) 取 某 一 值 , 其 模 二 MM， 
则 应 当 可 以 求 得 一 较 优 的 估 值 ， 这 一 方面 的 定理 很 有 用 ， 下 面 -一 
个 特殊 结果 称 为 Schwarz 引 理 . 

定理 13 如果 函 数 (2) 对 于 |z| <1 解析 , 且 满 足 条 件 | | 
<1,f(0) 一 0， 则 |f(s)|<|z|， 且 17(0)|<1， 等 号 仅 当 (2) 
-oz 时 成 立 , 此 处 6 为 一 常数 ,其 绝对 值 等 于 1 

设 函 数 户 ( 罗 在 * 关 0 时 等 于 f(z)/z, 在 z=0 时 等 于 扬 (0), 对 
这 一 函数 应 用 极 值 原理 .在 圆 |z| 一 ”<1 上 , 其 绝对 值 <1/7, 因 
此 当 |z|<r 时 ，| 且 (2) |<1/r， 令 7 趋 近 于 1， 则 对 于 所 有 的 % 
,f(z)|<1, 这 就 是 定理 的 结论 ， 如 在 某 一 点 上 等 式 成 立 , 那 就 是 
说 :有 (2) | 达到 极 大 值 , 因而 户 (z) 应 变 为 一 常数 ， 


定理 18 的 假设 多 少 有 点 特殊 , 但 这 并 不 是 主要 的 , 应 看 作 是 
规格 化 的 结果 ， 例如, 如 已 知 jz) 在 半径 为 召 的 圆 盘 内 满足 定理 
的 条 件 , 则 可 应 用 定理 的 原始 形式 于 函数 f(Rz)， 结 果 得 |f (Re)| 
<1z|, 这 一 式 又 可 写 为 |f(z) | << 1z|/B， 同样 ， 如 果 模 的 上 界 不 
是 1 而 是 戏 ， 则 可 应 用 定理 于 f(z)/ 了 ,或 更 一 般 的 ， 应 用 于 
f(Rz)/M， 结果 ,不 等 式 为 |f C2)|<<M|z|/B. 

更 一 般 地 来 说 ， 我 们 可 把 条 件 (0) ~0 换 为 任意 条 件 f(z) 
一 wo, 这 里 |zo| 二 BR，jwo| 之 好 . 设 和 Tx 为 一 线性 变换 , 它 将 |z| 
二 映 成 |<1， 以 % 对 应 于 原点 ,并 设 Sw 为 一 线性 变换 ，Swwo 
一 0, 和 将 |w|<< 履 映 成 |Sw|<1， 显 然 函 数 SfCT%) 满足 原 
来 定理 的 假设 . 因此 可 得 |SF(Z- 世 )| 生 15 或 |Sf(z) < 
更 明显 地 表示 时 ， 这 一 不 等 式 可 写成 如 下 形式 ， 


Mf wd) RG on 
M’*—wof (2) | < R?—z% | (36) 
习 题 


1. 用 (436) 式 或 直接 证 明 : 当 |s| < 工 时 |je) | 和 革 就 殖 涵 着 
和 )| 
— |f (8)1*) “IPB 
2. 厂 了 有 (8) 解析 , 且 当 I sO Lan Fe), 证 明 
[|f (8)— f(g0)| /| lol [8— go| 
[Fe) 一 大 so)| 13 一 和 | 


[f (2) 因 
和 让 疙 < 《8 一 z+iy). 


3. 在 习题 1 和 3 中, 证明 ; 等 号 成 立 就 意味 着 f(#) 是 一 线性 变换 ， 
4. 石 1(8) 将 |#|<1l 映 入 上 半 平 面 , 试 导 出 相应 的 不 等 式 ， 
5, 试用 Schwarz 引 理 证 明 每 一 个 将 圆 盘 映 成 圆 盘 的 一 一 共 形 映照 可 借 
0. 廊 Y 是 ls| <1 中 的 一 个 逐 段 可 微 弧 , 积 分 
[oz| 
y 工 一 12 4 
称 为 y 的 非 欧 长 度 (或 双 曲 长 度 )。 证 明 ; 当 jz| <1 时 ，|7(e)| <1 的 解析 函 
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数 f(z) 将 每 一 个 》 呐 成 一 个 具有 较 小 或 相等 非 欧 长 度 的 弧 ， 

证 明 将 单位 圆 盘 映 成 自身 的 线性 变换 保持 非 欧 长 度 不 变 , 并 用 显 式 计算 
豆 证 结 末 ， 四 

*7. 证 明 在 单位 圆 盘 中 连接 两 个 给 定点 而 其 有 最 小 非 欧 长 度 的 吸 是 正 
交 于 单位 圆 的 圆 弧 . 《使 用 一 个 将 连接 的 一 个 端点 变 成 原点 ， 另 一 个 给 总 变 
成 正 实 轴 上 一 点 的 线性 变换 . ) 

最 短 非 欧 长 度 称 为 两 个 端点 之 间 的 非 欧 距离 。， 试 推 世 #1 与 23 之 同 的 非 
欧 距 离 的 一 个 公式 ，。 


! 1— Bn 
1 十 | -一 一 一 
1 ' 1 — 8122 1 
管 可 8 一 
- 于 | 


*8， 在 上 半 平 面 内 应 如 何 定义 非 欧 长 度 ? 


4 Cauchy 定理 的 一 般 形 式 


上 面 我 们 讨论 Cauchy 定理 和 积分 公式 的 时 候 ， 所 考虑 的 只 
是 圆 域 的 情形 . 这 在 研究 解析 函数 的 局 部 性 质 时 是 十 分 适宜 的 ， 
但 从 更 一 般 的 角度 来 看 ,我 们 不 能 满足 于 这 样 不 完全 的 编 条 ， 要 
把 这 一 结果 推广 至 一 般 情 形 可 有 两 种 方式 ， 其 一 是 求 得 Cauchy 
定理 普遍 有 效 的 区 域 特性 ， 其 二 是 就 任意 区 域 找 出 曲线 y， 使 
Cauchy 定理 的 论断 在 其 上 有 效 。 / / 


《4.1 链 和 闭 链 
首先 ,我 们 必须 将 线 积分 的 概念 加 以 推广 。 为 此 ,考察 等 式 
yj pe jar] fe en 


这 一 式 在 Yi,，Y2,…, Yn 是 弧 Y 的 各 分 段 时 正确 . 由 于 (37) 式 的 
右边 对 任何 有 限 的 组 合 都 有 意义 ， 所 以 我 们 尽 可 以 考虑 一 任意 的 
形式 和 yi 十 Ys 十 … 十 yn, 它 不 一 定 是 一 段 弧 ， 并 用 等 式 (37) 直接 
定义 对 应 的 积分 ， 弧 的 这 种 形式 和 叫做 链 . 显然 , 考察 沿 厦 任意 
链 的 线 积分 将 不 会 有 所 失 , 相反 ,还 可 以 得 到 很 多 方便 ， 
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正 象 一 段 弧 的 分 割 没 有 唯一 的 方法 一 样 ， 不 同 的 形式 和 可 以 
代表 同一 链 ， 指 导 原 则 是 ;两 个 链 , 如 果 对 于 所 有 的 函数 了 得 出 同 
样 的 线 积分 , 则 它们 应 认为 恒 等 ， 将 这 一 原则 加 以 分 析 , 可 知 下 面 
的 运算 并 不 影响 到 链 的 恒 等 ，(1) 两 段 弧 的 置换 ;，(2) 一 上段 绝 的 分 
淹 ; (3) 各 分 眉 弧 合并 为 单一 弧 ; ( 少 弧 的 再 参数 化 ; (5) 反 向 弧 的 相 
消 ， 从 这 一 基础 出 发 ,不 难 立 出 一 个 逻辑 的 等 价 关 系 , 用 它 可 形式 
地 定义 链 的 恒 等 ， 但 由 于 我 们 的 研究 并 不 包含 任何 好 辑 的 高 度 要 
求 ,所 以 这 里 不 作 深 入 的 讨论 . 

两 链 的 和 可 用 并 列 法 按 通 常 方式 定义 . 很 明显 , 线 积分 的 加 
法 性 质 \37) 对 任意 的 链 保 择 有 效 . 当 恒 等 的 链 相 加 时 ， 为 了 方便 
起 见 ， 可 用 伴 数 求 表 示 它 们 的 和 .因此 ， 每 一 链 可 写成 如 下 
形式 ; 

?7 一 04TT 十 GT73 十 … 十 CoTh， (38) 
式 中 @; 都 是 正 整 数 ，? 全 不 相同 ， 对 于 反问 的 弧 ， 可 令 4( 一 y) 
一 一 a7Y， 而 将 (38) 式 化 人 简 ， 一 直到 任何 两 个 yy 都 不 相反 时 为 上 上 ， 
系数 都 是 任意 整数 , 具有 零 系 数 的 项 可 任意 加 入 , 这 使 我 们 有 可 能 
用 同样 的 弧 来 胡 示 任意 两 个 链 ， 于 是 把 对 应 系数 相 加 就 可 得 两 链 
之 和 . 零 链 是 指 空 的 链 的 和 或 指 所 有 系数 都 等 于 零 的 链 的 和 |. 

若 一 链 可 用 若干 闭 曲 线 的 和 来 玫 示 , 则 称 这 一 链 为 闭 链 ， 通 
过 极为 简单 的 组 合 分 析 就 知道 , 要 一 个 链 成 为 闭 链 , 其 充 要 条 件 是 
任 一 表示 云 中 个 别 弧 段 的 起 反 和 终点 成 对 地 相 重 . 这 社 ， 要 看 一 
个 链 是 否 为 闭 链 就 很 容易 . 

在 应 用 中 , 我 们 要 讨论 的 是 包含 在 给 定 开 集 2 中 的 链 ， 这 就 
是 说 链 可 以 用 2 中 的 弧 来 表示 ,而 我 们 所 要 考虑 的 也 只 是 这 种 表 
示 式 .不 难看 出 ,以 前 我 们 立 出 的 所 有 对 域 中 闭 曲线 成 立 的 许多 
定理 事实 上 对 域 中 的 任意 闭 链 都 正确 ,特别 是 ， 一 正 合 微分 沿 着 任 
一 闭 链 的 积分 等 于 零 

一 局 大 于 财 链 的 指示 数 完全 可 仿照 单一 一 闭 蝴 线 情 形 的 同样 方 
法 来 定义 . 它 具 有 同样 的 性 质 ,此 外 ,我 们 还 可 将 十 分 明显 而 又 非 
第 重要 的 加 法 定理 表达 为 CYi 十 ya, 8) ==n(yi, 4) 二 nn(Ya, 0)，- 
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4.2 单 连 通 性 


如 果 我 们 说 一 个 域 没有 孔 ， 它 的 意义 无 疑 地 是 为 读者 所 了 解 
的 。 这 样 的 域 称 为 单 连通 域 , 而 正 是 对 于 单 连通 域 , Cauchy 定理 
才 是 普遍 成 立 的 .我 们 所 用 这 句 示意 性 的 话 不 能 代替 数学 的 定 
义 ,但 稍 加 修正 即 可 使 之 精确 化 ， 大 家 知道 ,一 个 没有 和 孔 的 域 显然 
就 是 这 样 的 一 个 域 , 即 它 的 余 集 是 由 单独 的 一 整 片 组 成 , 因此 可 得 
如 下 的 定义 ， 

定义 1 一 个 并 ,如 果 它 关于 扩 讽 平面 的 侠 集 旺 连通 的 ， 则 这 
一 域 是 单 连通 的 . 
| 这 里 要 提醒 读者 , 这 一 定义 并 不 是 普遍 能 受 的 一 个 定义 , 主 
要 原因 是 此 定义 对 高 于 2 维 的 实情 形 不 能 用 . 不过, 在 今后 讨论 
过 程 中 将 会 看 到 ， 由 定义 1 表达 的 性 质 等 价 于 许多 或 多 或 少 辐 样 
重要 的 其 他 性 质 ， 其 中 之 一 是 说 , 任 一 闭 烛 线 可 以 收缩 成 一 点 ,而 
这 个 条 件 常常 被 先 作 定义 ， 我 们 所 选 的 定义 有 它 方便 之 处 ， 即 可 
很 快 引导 到 复 积分 理论 中 的 本 质 结 果 上 去 . 

不 难看 出 , 图 盘 、 半 平面 、 平 行 的 带 域 等 都 是 单 连通 的 ， 最 后 
一 个 例子 说 明 余 集 应 对 扩充 平面 来 取 的 重要 性 ， 因 为 带 域 在 没有 
无 穷 远 点 的 平面 中 的 余 集 显然 不 是 连通 的 .这 一 定义 也 适用 于 
Riemann 球面 上 的 域 , 显然 , 这 是 最 对 称 的 情形 . 拿 我 们 的 目的 
来 说 ， 最 好 还 是 约定 所 有 的 域 除 另 有 说 明 者 外 指 的 总 是 有 穷 平面 
上 的 域 . 根据 这 一 约定 ,一 个 圆 的 外 部 就 不 是 单 连 通 的 , 因为 它 的 
信和 是 让 一个 闭 四 瘟 及 无 5 点 所 组 成 


大 


这 - 各 择 条 性 也 是 :类 有 示意 性 的 它 说 明 单 连通 域 直 的 一条 

闭 曲线 不 能 环绕 域外 的 任何 一 点 ， 很 容易 看 出 , 这 一 条 件 在 域 有 
孔 时 不 能 满足 . 

条 件 的 必要 性 几乎 是 不 证 自明 的 . 设 y 为 8 中 的 任 一 闭 链 . 

如 Q 的 余 集 是 连通 的 ， 则 它 必 包含 于 由 7 所 确定 的 一 个 域 中 ， 而 
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因 无 穷 远 点 属于 这 一 余 集 , 故 知 包含 这 一 余 集 的 域 必 无 界 ， 因 此 ， 
对 于 余 集 中 一 切 有 穷 的 点 , 必 有 nCy, &) =0. 
为 了 精确 证 明 条 件 的 充分 性 , 我 们 必须 作出 一 个 明显 的 图 . 设 
2 的 余 集 可 用 两 个 不 相交 的 闭 集 4, B 的 并 4UB 来 表示 . 二 集 
之 一 包含 co, 因此 另 一 个 是 有 界 的 ; 设 4 为 有 界 集 . 集 4 与 B 的 
最 短 距离 8>0， 用 边 长 <3/W3 的 正方 形 网 Q 遮盖 整个 平面 . 
网 可 自由 选 定 ,使 某 一 点 a€4 位 于 一 正方 形 的 中 心 . @ 的 边界 曲 
线 记 为 08; 设 正方 形 Q@ 是 闭 的 ,并 设 @ 的 内 部 位 于 组 成 28 的 有 
向 线段 的 左边 ， 
现在 考察 闭 链 
?一 宁 200,, (39) 


其 中 的 总 和 是 按 网 中 记 且 4 有 一 公共 点 的 正方 形 Q; 来 取 的 (图 
和 9) 由 于 包含 于 一 个 而 且 只 
包含 于 一 个 正方 形 之 中 ， 故 显然 
有 mw(?y，2) 一 革 .不 仅 如 此 ,曲线 
Y 显然 不 与 召 相交 ， 但 如 进行 
相 消 之 后 ， 同 样 可 以 看 出 7 不 与 
4 相交。 事实 上 , 任何 一 条 与 4 
相交 的 边 必然 是 包含 于 和 式 (39) 
中 的 两 个 正方 形 的 公共 边 ， 由 于 
图 和 指示 数 为 1 的 昌 线 。 它们 的 方向 相反 ， 故 在 7 的 简化 
公式 中 不 会 有 这 种 边 出 现 ， 因 此 7 包 售 于 ,于 是 定理 得 证 ， 
现在 我 们 来 说 明 Cauchy 定理 对 于 不 是 单 连通 的 区 域 肯定 不 
生效 .事实 上 , 如 果 在 怠 内 有 一 财 链 ?7, 对 于 人 外 的 某 一 a, 满足 
条 件 n(CY, @) 关 0, 则 4/(z 一 0) 在 8 内 解析 ,而 它 的 积分 


| -=2rin(y, OOxz0 i 


y 多 


4.3 同调 


由 定理 14 刻 划 的 单 连 通 性 为 单 连通 区 域 中 的 所 有 闭 链 找 出 
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了 一 条 共同 的 性 质 , 但 对 于 任意 区 域 或 任意 开 集 中 的 闭 链 来 说 , 可 
能 具有 这 种 性 质 ， 也 可 能 不 具有 这 种 性 质 ， 这 一 性 质 在 拓扑 学 中 
起 着 重要 作用 , 因而 赋予 一 个 特殊 的 名 称 ， 

定义 2 开 集 2 中 的 团 链 Y 称 为 天 于 人 骆 园 调 于 零 ， 如 果 对 于 
9 的 余 集中 的 所 有 点 w, 均 有 my, 四 一 0 

用 记号 表示 , 就 是 y~0(mod Q)， 当 所 参考 的 开 集 已 经 很 明 
显 时 , Q 就 可 省 略 ， 记号 7iwya 等 价 于 7Y1 一 Ya~0。 同调 关系 可 
以 相 加 与 相 减 , 而 Y~0(mod 0) 就 意味 着 对 所 有 4 24 有 YY~0 
(mod (2 ). 

又 , 我 们 的 术语 与 标准 用 法 并 不 完全 一 致 。 用 零 环绕 次 数 来 
刻 划 同调 性 是 Emil Artin 发 现 的 ， 正 是 他 把 同调 性 与 Cauchy 定 
理 的 一 般 形 式 所 需 用 的 特性 紧密 地 联系 起 来 。 这 一 概念 使 二 多 的 
一 些 证 明 大 大 简化 了 。 


4.4 Cauchy 定理 的 一 般 叙 述 
现在 , Cauchy 定理 的 确定 形式 很 容易 陈述 为 


任 一 闭 链 Y， 恒 有 、 
和 f(s) d=—0. (40) 


在 一 种 不 同 的 叙述 中 , 我们 要 求 , 如果?y 是 使 (40) 对 某 一 族 解 
析 函 数 成 立 , 即 对 形 如 了 /(z 一 2) 的 解析 函数 族 成 立 ， 这 里 <E2Q， 
则 它 对 2 中 所 有 的 解析 函数 成 立 ， 

与 定理 14 结合 起 来 , 就 得 到 下 列 时 系 ; 

系 1 如 果 f(2) 在 一 个 单 连通 区 域 Q 中 解析 , 则 (40) 对 8 中 
所 有 团 链 Y 成 立 . 

在 证 明定 理 之 前 , 我 们 先 来 看 一 看 与 1.3 节 相 联系 的 事实 .在 
这 方面 ,如 同 已 经 指出 的 , (40) 对 区 域 中 的 所 有 闭 曲线 7? 成 立 就 意 
味 着 fdz 的 线 积分 是 与 积分 路 径 无 关 的 ,或 者 说 ,jgz 是 一 个 正 合 
微分 ， 于是， 根据 定理 1， 有 一 个 单 值 的 解析 函数 了 F(z)， 使 得 
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F(z) 一 了 (2z) (多 余 的 词 “ 单 值 的 "只 是 用 于 强调 )， 这 样 , 在 单 连 通 
区 域 中 , 任 一 解析 函数 都 是 一 个 导 函 数 . 
经 常 出 现 这 一 事实 的 一 个 特殊 应 用 是 ， 


和 


事实 上 ， 我 们 知道 ， 在 2 中 存在 一 个 解析 函数 丸 (z)， 使 得 
太一 六 (As)。 函数 jc)e7O 的 导数 为 零 , 因此 是 一 常数 . 
选取 一 点 “EQ 和 无 穷 多 个 值 log /(zo) 之 一 ,得 

局 下 (2) —Flge) 十 108 flzp) ~ f(z2), 
因此 可 令 log f(z) = 也 (2) 一 了 (26) 十 log f (80)。 为 定义 YC) ,只 
要 将 它 写 成 形式 exp((1/m)log f(z)) 即 可 . 


4.5 (WOauc-7 定理 的 证 明令 


我 们 从 一 个 与 定理 14 证 明 相 平行 的 结构 开始 。 先 设 8 是 有 
界 的 , 尔后 则 是 任意 的 . 给 定 5>0, 我 们 用 边 长 为 8 的 正方 形 网 
覆盖 平面 ， 将 Q 中 所 含 网 内 的 阅 正 方形 记 为 @,, JE 由 于 如 是 
有 界 的 ， 所 以 集 了 是 有 穷 的 ， 如 8 充分 小 , 它 基 不 空 的 。 正方 形 
@;, jE€J 的 并 由 一 些 闭 区 域 组 成 ， 这 些 闭 区 域 的 有 疝 边 界 构成 闭 

链 
1- OQ@;. 
很 明显 , Z 是 一 些 有 问 线 段 的 和 ， 这 
些 线段 怡 好 都 是 一 个 人 的 边 ， 用 4 
表示 并 U 的 内 部 (图 全 10). 


全 和 设 ?是 在 内 同调 于 零 的 一 个 闭 
二 链 ; 选 8 如 此 小 , 使 Y 含 于 8; 内. 考 
EE 察 一 点 CEQ 一 Q。 它 至 少 属于 一 个 

| 9， 这 @ 不 是 一 个 包 ， 存 在 一 点 

图 4-10 5oc@， 它 不 属于 2 可 以 用 位 于 @ 


@@ 这 一 证 明 是 根据 A. 了 F. Beardon 的 建议 作出 的 ， 


/~ 


中 的 一 线段 连接 6 和 5o, 因此 这 线段 不 与 2 相交， 由 于 y 看 作 
一 个 点 集 含 于 Q 中 , 故 知 nC(y,《) 二 n(y, 60) 二 0， 特别， 对 于 了 
上 的 所 有 点 《有 nCY, 5) 一 0. 

现在 假设 了 在 4 中 解析 如果 2 位 于 Qi 的 内 部 , 则 
| fa -位 行 了 一 ?0i 
mo Jao，《 一 % 0， 若 jjo， 
因此 


/0 下 


一 一 名 
由 于 上 式 两 边 都 是 2 的 连续 函数 , 故 上 式 对 所 有 的 <E Qs 成立. 
作为 一 个 推论 ,我 们 得 到 


row 二 wo 


桶 积分 的 被 积 函数 是 两 个 积分 变量 ， 即 4。 和? 的 参数 的 连续 函 
数 . 因此 , 积分 次 序 可 以 调换 。 换言之 ， 


[Ee (Eo 


右 端的 内 层 积分 是 ~n(y, 《) 一 0， 因 此 积分 (42) 为 零 , 这 样 就 对 
有 界 的 Q 证 明了 定理 . 

如 果 Q 是 无 界 的 ， 我 们 就 用 @ 与 足以 包含 y 的 圆 盘 jz| 一 已 
的 交 2 代 蔡 9， 在 0Q' 的 余 集 中 的 任 一 点 a, 或 者 落 在 2 的 余 集 
中 ,或 者 位 于 圆 盘 的 外 部 ， 不 论 在 哪 种 情况 ,总 有 mw(y，o) 0, 所 
以 y~0 (mod 2)。 证 明 可 应 用 于 Q'， 由 此 证 明了 定理 对 任意 的 
0 正确 . 


4.6 局 部 正 合 微分 
微分 dz 十 9 dy 称 为 在 台中 是 局 部 正 合 的 ， 如 果 它 在 2 的 每 


-点 的 某 个 邻 域 中 是 正 合 的 、 不 难看 出 (下 面 的 习题 DJ)pd&z 上 gdg 
为 局 部 正 合 的 充 要 条 件 是 : 对 于 所 有 的 y=2R, 有 


| ptrgdy=0, (43) 


。143。 


其 中 娘 是 中 的 一 个 定形 .这 一 条 件 当 pds 十 gay 一 f(z)dz 时 肯 
定 得 到 满足 ， 其 中 了 六 8 中 解析 ， 于 古 由 定理 15， 对 任何 财 链 
YY~0(mod 8), (48) 成 立 ， 


| 


| DAL+q oY =0. 
| 


看 来 这 时 并 没有 修改 定理 15 的 证 了 明 的 任何 直接 途 径 可 使 之 
包容 这 一 更 为 普遍 的 情况 . 央 此 ， 我 们 介绍 Cauchy 一 般 定 理 的 
两 种 证 明 方法 . 象 在 本 书 早先 两 版 中 一 样 ,定理 16 将 用 Artin 的 
证 法 . Cauchy 定理 的 个 别 证 明 由 于 它 的 特殊 吸引 力也 被 收录 . 

对 于 定理 16 的 证 明 ， 首 先 要 证 明 y 可 用 一 个 具 水 平 边 及 重 
直 边 的 折线 e 来 代 具 ， 使 得 每 一 局 部 正 合 微分 灌 着 的 积分 与 沿 
着 ?的 积分 相等 ， 特 别 是 , 这 一 性 质 意 味 着 对 于 82 的 余 集中 的 ca， 
有 nlo, 0) 一 nh(Y, 4), 因而 oc~0。 这样, 只 要 对 具 水 平 边 与 垂直 
边 的 折线 证 明定 理 就 可 以 了 . 

作出 0, 把 它 当 作 7? 的 一 个 近似 ， 设 由 至 8 的 余 集 的 距 高 
为 p, 如 果 Y 由 z=2( 引 给 出 ,函数 z() 在 闭 区 间 [a, 5] 上 是 一 致 连 
续 的 ， 确定 5>0, 使 得 当 | 一 十 <6 时 , |z() 一 z(t) <p， 并 将 
[c， 引 分 成 子 区 间 , 其 长 度 和 5. 7 的 对 应 子 强 具有 这 样 的 性 质 ， 
其 每 一 个 必 包 含 在 半径 为 p 而 整个 位 于 8 内 的 一 个 圆 盘 之 中 . 
yi 的 端点 可 在 同一 贺 盘 内 用 由 水 平 线段 和 垂直 线段 组 成 的 折线 0 


| | | ~ : 来 连接 . 由 于 所 给 的 微分 在 圆 盘 
-一 一 -于 一 ”内 是 正 合 的 , 故 
mg pdaotgdy, 
一 了 一 -C/A 一 一 令 o= 吕 04， 即 得 所 要 的 
和 A J ,portg ay=| paeta dy 
411 为 继续 证 明 ， 我 们 将 构成 o 


的 所 有 线段 延长 至 无 穷 ( 图 4-11), 这 些 线段 将 平面 分 成 若干 个 有 
。 144. 


、 


A 


穷 的 卸 阵 有 B 和 一 些 无 界 的 区 域 局, 这 些 户 可 以 看 作 是 无 穷 的 害 
形 ， 
从 每 一 BB 的 内 部 取 一 点 Ce， 作成 财 链 
0o 一 之 n(g, ooR,, (44) 


其 中 的 和 取 遍 所 有 的 有 穷 的 矩形 , 系数 wa， a,) 是 完全 确定 的 ， 因 
为 没有 一 个 a 位 于 oo 上， 在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 也 将 用 到 从 每 个 
BB 的 内 部 选取 的 点 中 

很 明显 ， 若 四 = 2 n(ORs, 08) 一 1; 车 4 天 5% mn(0R;, cap) 一 0; 类 
似 地 ， 对 所 有 的 jn(8Bi, oy) 一 0， 据 此 ， 由 (44) 推 得 n(o0, cn) 
一 n(o, @) 和 n(oo, 0@)) =0、 而 对 处 于 o 所 确定 的 无 界 区 域 中 的 
R' 的 内 部 , 也 有 n(o, ay) 一 0 成立， 这 样 ， 就 证 明了 对 于 所 有 的 
Qa=Q; 和 4=4y, 都 有 nn(o 一 00, 4)=0. 

从 ac 一 co 的 这 一 性 质 , 我们 要 推出 ce 与 c 除 了 相差 一 些 彼此 
互相 抵消 的 线段 之 外 是 恒 等 的 ， 设 cm 是 两 个 相 邻 矩形 Ri 与 Ri 
的 公共 边 ; 取 定 疝 使 吕 位 于 cu 的 左边 . 假定 5 一 co 的 简化 后 的 表 
达 式 包含 因子 cow， 则 闭 链 0 一 oo 一 c2R, 不 含 cm 由 此 可 知 wm 与 
ax 关于 这 一 闲 链 必 具 有 相同 的 指示 数 。 另 一 方面 , 这 些 指示 数 分 
别 是 -ce 和 0; 故 c=0， 同样 的 推理 适用 于 ow 是 有 穷 矩 形 Ri 与 
无 穷 矩 形 BB 的 公共 边 的 情形 .这样 ,一 个 有 穷 矩 形 的 每 一 条 边 以 
系数 去 出 现在 o 一 00 中 , 从 而 证 明了 

0 = no, a 0R,. : (45) 

现在 证 明 对 应 系数 n(o，a) 不 为 零 的 所 有 RR 实际 上 均 含 于 
Q 中 : 设 闭 矩 形 BR 中 一 点 5 不 在 2 内 ， 则 因 ~0(moduG)， 有 
n(o, a) 一 0， 另 一 方面 ，e 与 w 之 间 的 连 线 不 与 相交， 因 此 ， 
n(r，c0) 一 n(o, ca) 一 0 于 是 从 局 部 正 合 性 可 知 ， Pintgdy 在 
(45) 中 出 现 的 任何 8R; 上 的 积分 等 于 零 . 因此 

[pdtg ayo. 
于 是 定理 16 得 证 
45 。 


4.7 多 连通 域 

一 个 不 是 单 连通 的 域 称 为 是 多 连通 的 。 更 确切 点 说 ， 如 果 一 
个 域 2 的 余 集 怡 具 有 mn 个 分 集 , 则 称 82 上 有 具有 有 和 穷 的 连通 数 nm; 如 末 
它 的 余 集 具 有 无 穷 多 个 分 集 ， 则 称 2 具有 无 穷 的 这 通 数 。 用 箭 不 
严格 但 更 能 示意 的 话 来 说 , 那 就 是 在 Riemann 球面 上 罕 m2 个 孔 丙 

在 连通 数 为 有 穷 的 情形 , 设 4:，43，…，4 为 9 的 余 集 的 分 
集 , 并 设 ce 属于 4%。 如 果 7Y 为 8 内 的 任 一 闭 链 ， 则 就 稼 在 定理 
14 中 一 样 ,可 以 证 明 , 当 4& 在任 一 分 集 4: 上 变化 时 , n(yY, 9) 为 常 
数 , 而 且 在 4, 上 nCy, &)=0. 不 仅 如 此 , 如果 照样 作出 定理 14 证 
明 中 记 用 的 图 ， 则 可 得 闭 链 7 6 一 I，…, mw 一 二 使 得 对 于 4&& 4, 
有 n(y dg) 一 二 而 对 于 所 有 其 他 在 2 外 部 的 点 ,有 

mi 2)=0. 

对 于 内 一 个 已 知 闭 链 Y， 当 4€4; 时 设 ny, CI) 只 第 数值 
为 c。 我 们 知道 8 外 部 任 一 点 关于 闭 链 Y—Ciy1— C3272 
Cn 二 Yn 于 的 指示 数 等 于 零 . 换言之 ， 

Y~C17y1T Ca 二 :十 Cn-1Yn-1 

因此 ， 每 一 闭 链 同调 于 闭 链 Yi， ，…，Yn-1 的 一 个 线性 组 合 。 这 一 
线性 组 合 是 唯一 地 确定 的 ， 因 为 如 果 同 时 有 两 个 线性 组 合同 调 于 
同一 闲 链 ， 则 它们 的 差 必 是 同调 于 0 的 一 个 线性 组 合 ， 但 闭 链 
C171 十 C2ys 十 … 十 0n_1Yn-1 显然 环绕 4; 中 的 点 64 次 ; 因此 它 不 能 同 
调 于 0, 除非 所 有 的 wa 都 等 于 零 . 


根据 这 一 情况 , 我 们 称 闭 链 ys, 7Ys，…, yo- 组 成 域 9 的 同调 


基 ， 同 调 基 不 是 唯一 的 , 但 根据 线 代数 的 基本 定理 可 得 结论 ;每 一 
个 同调 基 都 具有 同样 个 数 的 元 素 .因此 ,具有 有 穷 个 同调 基 的 每 一 
域 必 具 有 有 穷 的 连通 数 ,而 基 元 素 的 数目 较 连通 数 少 一 . 

对 于 内 的 任 一 解析 函数 f(z), 根据 定理 18 可 得 


| f d=~a| J dz ,f+ oj aa 
Y Ya 
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Th, 


数 1 -| f az 


只 依赖 于 函数 了 , 而 与 7 无关、 这 些 数 称 为 微分 了 dz 的 周期 的 模 ， 
或 简称 为 不 定 积分 的 周期 我 们 已 证 明 f (2) 沿 任 一 闭 链 的 积分 
是 周期 的 线性 组 合 ,组 合 中 的 系数 都 是 整数 ,而 且 沿 着 一 段 由 zo 至 
2 的 绝 的 积分 除 周 期 的 倍数 外 可 完全 确定 .周期 等 于 零 基 单 值 不 
定 积分 存在 的 必要 和 充分 条 件 . 

为 了 说 明 这 一 点 , 让 我 们 考察 由 mr< jz| < 定义 的 一 个 环 域 
的 最 简单 情形 ， 余 集 的 分 集 为 |z| < 及 |z| 之 72; 我 们 所 考虑 的 
将 包括 退化 情形 71=0 及 7a= co 在 内 。 环 域 是 双 连 通 的 ,同调 基 
由 任 一 圆 |zj =7, <7< 和 oa 组 成 ， 如 令 这 一 圆 为 0, 则 环 域 中 的 
任 一 闭 链 将 满足 条 件 y~nO,， 这 里 mw 一 上 93， 0). 一 个 解析 函数 沿 
闭 链 的 积分 等 于 单 周 期 


P=| fd 
的 一 个 倍数 ,其 值 当 然 不 依赖 二 半径. 


习 题 


1. 不 用 定理 16， 证 明 24+4 和 9 在 中 局 部 正 全 的 充 要 条 件 是 ,对 这 
平行 于 坐标 轴 的 每 一 个 矩形 RC， 


| pdxr+qay=0. 


2. 试 证 明 从 一 个 单 连通 域 中 移 去 加 个 点 所 成 的 区 域 是 m+1 连通 的 ,并 
求 一 同调 基 . 

3. 求证 由 一 闭 曲 线 所 确定 的 有 界 域 是 单 连通 的 ， 而 无 界 域 则 是 双 连 通 
的 ， 

4. 求证 log zg, ge 及 s* 的 单 值 解析 分 支 可 定义 于 任 一 不 包含 原点 的 单 连 
通 城内 

5， 试 证 明 M1 一 82 的 单 值 解析 分 支 可 定义 在 适合 如 下 条 件 的 任 一 区 域 
由， 条件 是 ， 点 土 1 落 在 这 区 域 的 余 集 的 同一 分 集中 。 试 求 出 沿 着 域 中 一 条 
闭 曲 线 的 积分 
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的 可 能 值 . 


5 留 数 计算 


上 一 节 的 结果 表明 ， 解 析 函 数 沿 闭 曲线 的 线 积 分 的 确定 可 以 
归结 为 周期 的 确定 ， 在 某 些 情 形 下 ,周期 可 以 不 必 通 过 计算 或 通 
过 很 少 的 计算 手续 而 求 得 . 因此 , 我们 有 了 一 种 在 很 多 情况 下 不 
必 通 过 计算 即 能 求 出 积分 的 方法 . 这 在 实用 上 以 及 在 理论 的 进 一 
步 发 展 上 都 具有 重大 的 意义 . 

为 了 使 这 一 方法 更 形 系统 化 ， 复 积分 理论 的 创始 人 Cauchy 
提出 了 一 个 简单 的 形式 体系 , 称 为 留 数 计算 法 。 从 本 书 的 角度 来 
看 ， 留 数理 论 主要 是 第 4 节 中 所 证 明 的 一 些 结果 在 某 些 特殊 简单 
场合 下 的 应 用 . 


5.1 留 数 定理 


首先 ， 我 们 按照 第 4 节 的 一 般 性 定理 回顾 一 下 早先 介绍 的 
一 些 结 果 .， 很 明显 ， 凡 是 可 作为 圆 盘 中 Cauchy 定理 的 推论 的 所 
有 结果 对 于 一 切 包含 同调 于 0 的 闭 链 的 任意 域 都 保持 有 效 ， 举 一 
个 典型 的 例子 来 说 , 我 们 可 将 Cauchy 积分 公式 表达 成 如 下 形式 ， 

如 果 f(%) 在 域内 解析 ,那么 对 于 每 一 个 在 8 内 同调 于 0 的 
财 链 Y, 必 有 

nCy, @)f | AG 

这 一 定理 的 证 明 是 定理 6 的 证 明 的 重复 ， 这 里 应 当 指 出 , 在 
有 可 去 奇 点 的 情形 , 当然 用 不 着 再 给 定理 5 作 另 外 的 证 明 ， 实 际 
上 , 我 们 在 讨论 局 部 性 态 时 已 经 证 明 所 有 可 去 奇 点 都 可 不 予 理会 . 

现在 我 们 来 讨论 一 个 在 域 2 内 除了 若干 孤立 奇 点 外 到 处 解 
析 的 函数 f(z)。 首先 , 假设 函数 只 有 有 穷 个 奇 点 , 记 为 41, 03,，…， 
* 148 。 


， 弃 去 点 6 后 所 成 的 域 记 为 8". 

对 于 每 一 64;， 存 在 一 89>0, 使 得 双 连 通 域 0 一 |* 一 人 | 一 8 外 
含 于 4 之 中 。 以 o 为 圆心 , 作 一 半径 <65; 的 圆 CO， 并 令 Fe) 的 
对 应 周期 为 

Pi-| f(g)ads. ‘(48) 
特殊 的 函数 1/(z 一 6@;) 的 周期 为 2xm;， 因此 ， 如 令 妃 = Pi/2mi; 出 
函数 


f (2) ~ ——— 
的 周期 等 于 零 . 导致 这 一 结果 的 常数 及 称 为 /2) 在 把 % 的 贸 


数 . 定义 如 下 : 
ee 设 4 是 项 数 六 2) 的 孤立 奇 点 , 是 一 复数 ， 因果 生 归 


时 
时 


和 


有 时 也 用 更 为 明显 的 这 法 
R=Res,o f (2). 


设 7 为 9 内 的 一 闭 链 , > 关于 0 同调 于 0， 则 YY 必 满足 关于 
4 的 同调 关系 
?人 ~ 之 NY, 4) 0 
实际 上 ,很 容易 证 明 点 @ 以 及 2 外 部 的 所 有 的 点 关于 两 闭 链 是 局 
次 的 。 根据 同调 关系 ,应 用 (46) 式 的 记 法 ,得 
| 1 6=Bnly, @;)P,, 
而 由 于 局 一 2rr0 已， 故 最 后 得 
二 | dz = > nly, 0;) By. 


这 就 是 留 数 定理 ， 不 过 在 上 面 我 们 作 了 函数 只 有 有 穷 个 奇 点 

的 限制 性 假设 ， 在 一 般 倩 形 , 我 们 只 要 证 明 除了 在 有 穷 个 点 4 之 
外 ,到 处 有 n(Y, 4j) 一 0, 其 余 的 证 明 与 上 面 的 都 一 样 。 这 一 断言 
e 49 。 


可 以 根据 惯用 的 理由 来 确立 。， 使 得 n(y, @) =0 的 所 有 点 < 的 集 
合 是 一 开 集 , 包含 了 一 个 大 圆 外 部 的 所 有 点 。 因此 其 余 集 是 一 紧 
致 集 , 所 以 它 不 能 包含 多 于 有 穷 个 孤立 点 @;， 这 说 明 n(Y,. 9 天 0 
只 对 有 穷 个 奇 点 成 立 ， 从 而 有 ， 

定理 17 设 1 在 域 9 NR 0; ean 


时 


5 一 | ja- -3 nly, an)Res -sj dr 
在 应 用 中 , 常 遇 的 情形 是 n(Y, gy) 一 0 或 %(Y, 4)) 一 1， 于 是 
| pe AD Res,-a, f (2), 


式 中 的 和 是 对 > 所 围 的 全 部 奇 点 来 求 的 . 

如 果 我 们 没有 一 个 简单 的 方法 来 确定 留 数 ， 那 么 留 数 定理 的 
价值 就 不 大 。 对 于 本 性 奇 点 来 说 ,具有 任何 实用 价值 的 方法 是 没 
有 的 , 因此 , 在 有 本 性 奇 点 的 场合 , 留 数 定理 很 少 应 用 ， 至 于 极点 
的 情形 就 完全 不 局 .考察 展开 式 / 四 

Fo 一 Bi 一 四 下 十 十 Bi(z 一 十 (人 
可 知 留 数 就 等 于 系数 Bt:， 事 实 上 , 当 路 去 项 Bi(z 一 和) 一时， 余下 
的 显然 是 一 导数 。 因为 极点 的 奇 部 常 是 已 知 的 , 或 者 是 很 容易 求 
得 的 , 故 可 得 一 极为 简单 的 求 留 数 的 方法 ， 

对 于 单 极 来 说 ,方法 更 比较 直接 ,因为 这 时 的 留 数 就 等 于 函数 

(z 一 @)f (lz) 在 z=a 处 的 值 ， 例 如 ,让 我 们 来 求 函 数 
pp 
《2 一 6) (2—b) b) 
在 极点 a 及 5 类 a 上 的 留 数 显然 ,在 5 上 的 留 数 等 于 oo/ (6 一念， 
而 在 5 上 的 留 数 则 为 2/ (一 4)， 如 5=g, 则 情形 稍 较 复杂 .应 
先 用 Taylor 定理 将 e 展开 为 
多 一 十 加 (一 的 十 Fa(2(2 一 G)2. 
除 以 (zx 一 89)", 于 是 得 e/(z 一 4a)” 在 2=a 上 的 留 数 为 @'. 

注意 : 在 按照 较为 古典 的 方法 引进 Cauchy 定理 ,积分 公式 和 
留 数 定理 时 , 并 不 提 到 同调 性 , 也 不 会 用 到 指示 数 的 概念 ， 在 古典 
“50e 


方法 中 ， 定 理 中 的 曲线 y 假定 为 2 的 一 个 子 域 的 全 部 边界 ， 其 取 
问 的 选 定 是 使 子 域 位 于 2 的 左边 在 严格 的 著作 中 ， 要 花费 很 
大 的 力量 来 证 明 这 些 直观 概念 具有 精确 意义 、 现 在 这 一 方法 的 主 
要 目的 是 有 必要 腾 出 时 间 和 注意 力 来 研究 主题 以 外 更 为 精致 的 问 
题 . 

从 我 们 也 用 的 一 般 观点 来 看 ,我 们 仍然 可 以 ， 而 且 实 际 上 也 不 
对 脱离 证 典 的 情形 .这 只 须 采 用 下 面 的 定义 ; 

定义 人 人 当 且 仅 i 和 


吕 
昌 


二 昌 和 


好 果 是 0 的 轴 红 目 和 Q+y 包含 于 一 较 大 的 域 人 2 中 ,出 
7Y 显然 天 于 2 同调 于 0， 因此 得 到 定理 16 及 1 的 如 下 推论 
如 采 7Y 是 2 的 图 线 ,者 设 了 (2) 在 集 人 8 二 7Y 上 解析 , 则 
| Fa- 
而 且 对 于 也有 的 2E 02, 有 


和 


jn f(s Pes, 0) 
式 中 关于 所 有 奇 点 %E9 取 和 |. 


作为 2 的 围 线 的 闭 链 7, 必须 包含 集 论 意义 下 0 的 边界 . 事 
实 上 , 如 a 位 于 2 的 边界 上 , 则 % 的 每 一 邻 域 必 同 时 包含 有 属于 
Q 的 点 及 不 属于 Q 的 点 .如 果 这 样 一 个 邻 域 中 没有 7Y 上 的 点 ， 屠 
么 n(y, 2%) 将 在 邻 域 中 有 定义 而 等 于 常数 . 这 与 定义 相 矛 盾 ， 因 
此 , 2 的 每 一 邻 域 必 与 7 相交 ; 由 于 yY 是 财 集 , 帮 2 必 在 7 上. 

上 面 氢 述 的 道 不 成 立 , 因为 > 上 的 一 点 可 以 有 一 个 不 与 2 相 
交 的 邻 域 。 正常 的 说 , 应试 择 y, 使 它 与 2 的 边界 完全 重合 , 但 对 
于 Cauchy 定理 及 有 关 研 究 , 这 一 假设 是 不 需要 的 ， 
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5.2 四 角 原理 


Cauchy 积分 公式 可 以 看 作 是 留 数 定理 的 特例 ， 事 实 上 , 函数 
f(z)/(z 一 @) 在 z=6 处 具有 一 单 极 ， 其 留 数 为 J(a)， 应 用 公式 
(47), 即 得 积分 公式 . 

在 定理 10 的 证 明 中 有 留 数 定理 的 另 一 应 用 ,应 用 这 一 定理 可 
确定 一 解析 函数 的 零点 个 数 ， 对 于 一 个 及 阶 零 点 , 可 令 

f (2) = (2—0)*fa(z), 
上 且 (0) #0, 于 是 得 
fF (2)= h(z— 0)* DC 
因此 ， 产 (2) /f(z) ==h/ (2 一 十 有 (2) /fn(z)， 故 知 f/f 具有 一 单 
极 , 其 上 的 留 数 为 h， 在 公式 (82) 中 , 这 一 留 数 要 用 若干 项 的 对 应 
的 重 数 来 计算 . 

现在 我 们 可 以 把 定理 10 扒 广 到 半 纯 函 数 的 情形 如 了 具有 
一 万 阶 极点 ， 则 用 上 面 同样 的 计算 ， 以 一 一 b 代 加 得 f/f 的 留 数 
~h， 于 是 得 如 下 定理 ， z 

定理 18 齐 果 7 是 内 的 站 伍 重 数 ， 具有 零点 qi 极点 


和 


fe d= Dn(y, ®) -Dnly, bs). (48) 


这 里 , 重 零点 及 重 极点 应 按 其 阶 数 重复 计数 ; (48) 中 的 和 是 有 
限 的 。 
定理 18 常 称 为 幅 角 原理 .这 是 因为 (48) 式 的 左边 可 以 解释 


为 n( 工 ,0) 而 得 名 ,这 里 工 是 闭 链 的 象 闭 链 、 车 并 位 于 一 个 不 
和 包含 原点 的 圆 盘 中 , 则 n( 芽 , 0) =0。 这 就 是 下 面 的 系 的 根据 , 这 


一 系 常 称 为 Rouohé 定理 . 

系 设 y 在 Q 内 同调 于 0， 对 于 不 在 yY 上 的 任 一 点 %, 满足 关 
系 w%(?/， z) 一 0 或 =1, 设 F(2) 及 9(%) 在 8 内 解析 ， 并 在 Y 上 满足 
不 等 式 


+ 192+ < 


Fo 一 9 < 
则 F(z) 及 9(z) 泪 7 内 具有 相同 数目 的 零点 . 
这 假设 条 件 意味 着 f(z) 及 yg(z) 在 y 上 没有 零点 . 又 ,它们 在 
Y 上 满足 不 等 式 
2 
1 <1. 
由 此 可 知 书 (z) ==g(z)/f(z) 在 7Y 上 的 值 包 含 于 以 1 为 圆心 1 为 半 
行 的 开 圆 盘 内 .。 对 了 (zg) 应 用 定理 18， 得 n( 蔗 , 0) =0, 于 是 定理 
得 证 . 
Rouche 定理 的 一 个 典型 应 用 如 下 ， 设 我 们 要 求 函数 了 f(z) 在 
圆 盘 |z| 志 有 BR 内 的 零点 数 ， 应 用 Taylor 定理 , 有 
f(z2)=P,1(2) + f, (2), 
其 中 Li 是 一 个 % 一 1 次 多 项 式 、 对 于 适当 地 选择 的 n， 可 以 证 
明 不 等 式 忆 |f(z)| 二 |Ps-ilz)| 在 |z|=R 上 能 够 成 立 。 于 是 
fz) 在 |z| 所 BR 内 的 零点 数 将 和 了 Ps_1(z) 的 零点 数 相同 ， 而 这 一 零 
点 数 就 可 以 用 多 项 式 方程 Pz(z) =0 的 近似 解 来 确定 . 
定理 18 可 按 如 下 方式 推广 ， 如 g(z) 在 8 内 解析 ， 则 


gz) 天光 在 一 个 h 阶 零点 a。 上 的 留 数 为 hg(q)， 在 一 个 极点 上 


的 留 数 为 一 hg(a)， 于 是 得 到 公式 ， 


机 了 | IR Dnly, o) gw) — Dily, 9 
(49) 
这 一 结果 在 研究 反 函 数 时 很 重要 .使 用 定理 1 的 记 法 , 我 们 
知道 方程 f(z) 一 w，|w 一 wo <5 在 圆 盘 1 一 %| 之 s 内 具有 个 根 
zy(w)， 应 用 公式 (49), 令 glz)=z, 则 得 


> 5 (Ww) -| i 7 dz. (50) 


各 "一 1， 则 得 反 函 数 "(ww) 的 显 表示 式 为 


1 | f° (2) 
三 w=) 天 可 二 一 
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如 对 gz) = 加 应 用 公式 (49) 时 , 则 方程 (50) 变 为 
"= 1z—20| =8 Fs 5 da. 
不 难 证 明 上 式 的 右边 在 |w 一 wo| <8 内 是 的 解析 函数 。 由 此 可 
知 根 (ao) 的 乘 军 的 和 都 是 名 的 单 值 解析 函数 .但 是 大 家 知道 初 
等 对 称 函 数 都 可 表 为 乘 宕 的 和 的 多 项 式 , 因此 它们 都 是 解析 的 ,于 
是 知道 zj(w) 是 一 个 多 项 式 方程 
2 十 G1) Wa) =0 
的 根 ， 这 一 方程 的 系数 都 是 |]w 一 wo| <5 中 的 ww 的 解析 函数 ， 


习 题 


1. 方程 2 一 2z5 十 6s3 一 g 十 1 二 0 在 阐 痊 1z{ <I 中 有 几 个 根 ? 【提示 . 注 
意 当 |z| = 工时 最 大 的 项 并 应 用 Rouché 定理 . ] 

2. 方程 六 一 6 十 3=0 有 多 少 个 模 在 1 与 2 之 间 的 根 ? 

3. 方程 8 二 823 十 38? 十 8g 十 3= 在 右 学 平面 凡 有 几 个 根 人? [提示 ; 作 大 
办 的 象 ,再 对 一 个 大 的 米 圆 盘 应 用 幅 角 原理 .] | 


6.3 定 积 分 的 计算 


留 数 定理 给 定 积分 的 计 值 提供 了 一 个 极为 有 效 的 工具 ， 这 一 
方法 在 不 可 能 明显 地 求 得 不 定 积分 的 情形 下 尤为 重要 ,即使 普通 
微 积 分 方法 可 以 使 用 , 但 应 用 留 数 通常 要 省 力 得 多 。 复 积分 的 计 
算 显 然 相当 于 两 个 定 积分 的 计算 , 但 是 , 有 了 留 数 计算 , 复 积分 较 
之 实 积分 反而 更 加 方便 。 

不 过 , 这 里 还 有 某 些 重大 的 限制 ,而 且 这 一 方法 也 远 不 是 没有 
缺点 的 .首先 , 被 积 函 数 必须 是 解析 的 , 但 这 还 不 是 十 分 重大 的 限 
制 , 因为 在 通常 情况 下 求 积 的 都 是 初等 函数 , 它们 都 可 以 延 拓 到 复 
数 域 ， 更 大 的 限制 是 复 积 分 的 方法 只 适用 于 积分 路 线 是 闭 曲 线 的 
情形 , 而 实 积分 则 总 是 在 区 间 上 计算 的 ， 因 此 , 必须 应 用 特殊 的 方 
法 ,借以 把 问题 转化 为 沿 闭 临 线 的 积分 ， 可 以 采用 的 方法 很 多 , 但 
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它们 都 只 能 在 比较 特殊 的 场合 下 应 用 ， 下 面 我 们 将 以 典型 的 例子 
来 介绍 这 些 方法 , 不过, 应当 声明 , 对 这 些 方 法 即使 精通 熟练 , 也 不 
能 保证 一 定 成 功 . 

1. 形 如 下 式 的 积分 


| R(cos0, sin gd0， (51) 


其 中 被 积 函 数 是 oo89 及 sin 9 的 有 理 函 数 ， 可 以 很 容易 地 用 留 数 
来 计 值 . 当然 ,这 些 积分 也 可 以 用 普通 积分 法 来 计算 , 但 一 般 都 很 
费力 。 作 代 换 z==e”, 就 可 将 (B1) 式 变 为 如 下 形式 的 线 积分 . 


-让 [到 (e+ 到) 这 人- 到] 公 ， 
现在 只 须 确 定 被 积 函 数 在 单位 圆 内 部 各 极点 上 对 应 的 留 数 即 可 得 
积分 的 值 . 
让 我 们 来 计算 
| i o>1 

的 值 作为 例子 .这 一 积分 的 积分 区 间 是 (0, x), 但 因 cos9 在 区 间 
(0, m) 及 (mr 25) 上 所 取 的 值 相同 , 故 知 由 0 至 的 积分 等 于 由 0 
至 2z 的 积分 的 一 半 ， 据 此 可 知 所 给 积分 等 于 


-| 
1sl=1 入 十 262 十 于” 
被 积 函 数 的 分 母 可 分 解 为 (z 一 a)(z 一 8), 其 中 = 一 4 十 Vo 一 14， 
B 一 6 一 M9-1. 显然 |a| < 二 |B8|>1， 而 在 a 上 的 留 数 为 
1/ (a 一 B)，、 故 积分 的 值 为 zw/ Vo 一 1， 

2. 形 如 下 式 的 积分 : 


| Rw) das, 


要 这 一 积分 收敛 , 必须 而 且 只 须 有 理 函 数 R(w) 中 的 分 母 的 次 数 至 
少 高 于 分 子 的 次 数 二 次 , 并 且 在 实 轴 上 没有 极点 。 标准 的 方法 是 
将 复 函数 RR(z) 沿 着 一 条 由 直线 段 (一 p, p) 及 上 半 平 面 中 由 p 至 
一 p 的 半圆 组 成 的 闭 曲线 进行 积分 。 车 p 足够 大 ， 这 一 曲线 将 包 
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围 上 半 平 面 中 的 所 有 极点 ， 对 应 的 积分 就 等 于 2oi 乘 以 上 半 平 面 
上 的 留 数 之 和 ， 当 p- so 时 , 估计 表明 , 沿 着 半圆 的 积分 趋向 于 
零 , 因此 得 


人 尼 (Z)G0O 一 2 之 。 ResB (2), 
3. 同样 的 方法 可 应 用 于 如 下 形式 的 积分 : 


人 BR)eraa (52) 
它 的 实 部 和 虚 部 确定 了 下 面 很 重要 的 积分 ， 
人 Re coszdz 人 Re)sinza (58) 


由 于 |e*|=e-* 在 上 半 平 面 上 是 有 界 的 , 故 知 只 要 有 理 函 数 RCz) 在 
无 穷 远 点 具有 一 个 阶 数 至 少 等 于 2 的 零点 ， 则 沿 着 半圆 的 积分 仍 
然 是 趋 于 0 的 ， 于 是 得 


人 Rw)edy= 2 5S! Res R(z) 82 
一 0 y> 人 0 


当 co 是 RC(z) 的 单 零点 时 ， 同 样 的 结果 也 成 立 ， 但 在 这 种 情 
况 下 应 用 半圆 就 不 方便 。 因为 第 一 , 估计 沿 着 半圆 的 积分 不 是 那 
么 容易 ; 第 二 ， 即 使 这 一 估 值 可 以 作成 ， 我 们 只 是 证 明了 区 间 
(一 p, p) 上 的 积分 


4 


| R(z)er dy 
当 p-> co 时 具有 所 需 的 极限 ， 事 实 上 , 我 们 当然 是 要 证 明 

| R (Zetz CO 
当 和 ;及 ,独立 地 趋向 于 co 时 具有 一 极限 ， 在 前 面 的 例子 中 
并 不 发 生 这 样 的 问题 ,因为 事先 已 经 断定 积分 是 收敛 的 ， 

为 了 证 明 这 一 点 , 可 沿 着 一 矩形 的 周 界 进行 积分 ,矩形 的 顶点 

为 耻 2， 政 3 十 评 ， 一 了 1 十 证， 一 闻 1， 此 处 了 >0, 只 要 瑟 ， 卫 ;及 
Y 足够 大 , 则 这 一 矩形 包含 上 半 平 面 上 的 所 有 极点 。 在 这 一 假设 
下 |zR(z)| 是 有 界 的 .因此 ,党 着 右面 的 垂直 边 的 积分 除了 常数 因 
子 外 ,将 小 于 
+ 150.。 


9 dy 1 
y OY | po-y 
: | |z| ~ X, 0 dy. 


最 后 一 个 积分 可 以 直接 算出 ， 知 其 值 <{1， 因 些 , 沿 着 右面 的 垂 豆 
边 的 积分 小 于 一 常数 乘 以 1/ 处 ，， 对 于 左面 的 垂直 边 也 可 得 相应 
的 结果 、 沿 着 上 面 水 平 边 的 积分 显然 小 于 eT”( 定 1 十 了 3)/Y 习 以 
一 常数 。 对 于 固定 的 六 1 及 和，, 当 了 一 co 时 , 它 趋同 于 零 , 于 是 
得 


z z 
| R(v)e” dr — 2 >, Res RZ)e” 
id 一 上 y>0 


1 1 

< 和 (+ 到 ), 

式 中 4 代表 一 常数 ， 这 一 不 等 式 证 明 , 在 RCoo) 一 0 的 情形 下 ， 
| ~_R(w)er do—2ni 5 Res R(2)er. 


在 讨论 中 , 我 们 曾经 假设 ER(z) 在 实 轴 上 不 具有 极点 ， 因 为 否 
则 ,积分 (52) 就 没有 意义 . 不 过 ,如果 刀 (o) 具 有 与 sn 或 co8z 零 
点 相 重合 的 单 极 , 则 (53) 式 中 可 有 一 个 积分 存在 .举例 来 说 , 设 
R(z) 以 z 一 0 为 一 单 极 , 则 (58) 的 第 二 个 积分 具有 意义 ,应 予 计 值 . 
应 用 与 前 面 同 样 的 方法 , 但 所 用 的 积分 路 线 应 避 过 原点 , 这 可 
在 下 半 平 面 上 作 一 个 小 的 半圆 ， 其 半径 yy 
为 5, 如 图 4-12 所 示 。. 容易 看 出 , 只 要 
及 1、 卫 ;及 了 足够 大 而 6 足够 小 ， 则 这 
一 闭 曲 线 将 包含 上 半 平 面 上 的 所 有 极点 
及 原点 处 的 极点 ， 除 此 之 外 ， 别 无 其 他 . 
设 0 上 的 留 数 为 B， 因 此 可 令 R(z)e* 
二 B/z 十 Ro(z), 其 中 Ro(z) 在 原点 解析 . 图 442 
第 一 项 沿 半 圆 的 积分 等 于 xiB, 而 第 二 项 的 积分 则 随 6 同时 趋 于 
0。 从 此 得 : 


+ 


li 
一 


左边 的 极限 称 为 积分 的 Cauchy 主 值 ， 虽 在 积分 本 身 不 具有 意义 
的 时 候 , 它 也 存在 ， 在 上 式 的 右边 , 包含 有 0 上 留 数 的 一 半 , 这 就 
好 象 说 , 这 个 极点 的 一 半 是 在 上 半 平 面 上 , 


+| Rw)or dw = 2 让 S Res Rs)ee 十 二 B|. 
各 > 2 


4 JD7 > 


对 于 在 实 轴 上 具有 若干 个 极点 的 一 般 情 形 ,我 们 有 
pr. V. | R(w)or do—2mi DRes R(s)or+mi DRes R(z)en, 

式 中 的 记 法 是 一 望 而 知 的 ， 主要 假设 是 , 所 有 位 于 实 轴 上 的 极点 
都 是 单 极点 ,而 且 必须 设 RCo0) 0. 

作为 最 简单 的 例子 , 我 们 有 

oo 6 , 
pr. V. | OQ% 一 mb, 
将 实 部 与 虚 部 分 开 , 可 知 上 式 的 实 部 是 很 平凡 的 , 因为 被 积 式 是 奇 
名 数 ， 在 虐 部 中 不 必 到 主 值 ,而 由 于 被 积 式 是 偶 函 数 , 故 
-人鱼 Simn 尹 jp= 亚 
2 

包含 有 因子 cos%"z 或 sn"z 的 积分 可 用 同样 方法 计 值 . 事实 
上 二, 这 些 因 子 可 写成 co08 mz 及 sin ms 的 线性 组 合 , 对 应 的 积分 可 
通过 变数 变换 而 转化 为 (52) 的 形式 ; : 

信 Royemadz= 二 | R (二 ) er dg, 
4. 下 面 考虑 形 如 下 式 的 积分 ; 
| 2 民 (CyCO， 

其 中 指数 a 是 实数 ,可 假设 这 一 指数 的 值 位 于 区 间 0 过 a 过 1 中 .为 
了 保证 收 伍 ，R(z) 在 ce 处 应 具有 一 个 阶 数 至 少 为 2 的 零点 , 而 在 
原点 处 至 多 只 能 有 一 个 单 极点 。 

这 种 积分 的 特点 是 ze 及 (2) 并 不 为 单 值 的 ， 但 这 正 是 对 它 可 
求 0 至 ce 的 积分 的 原因 . 

”最 简单 的 方法 是 先 作 代 换 w= 如 ,将 积分 变换 成 如 下 形式 ， 
2 人 t+1 R(t. 

从 函数 sz 中 可 选 定 幅 角 位 于 一 wa 及 8we 之 间 的 一 支 ; 它 在 弃 去 
负 虚 轴 所 得 的 域内 有 定义 且 解 析 . 只 要 我 们 能 避 过 负 虚 轴 ; 我 们 


驶 可 以 对 函数 R28) 应 用 留 数 定理 我 们 所 用 的 闭 曲 线 由 下 
列 各 部 组 成 : 下 潜入 和 负 卖 视 上 章 汕 个 线 惨 ， 上 半 平 面 中 的 两 个 半 


。 168 。 


圆 , 一 个 很 大 , 一 个 很 小 , 如 图 4-18 所 示 . 在 我 们 的 假设 条 件 下 ， 
不 难 证 明 沿 着 半圆 的 积分 趋 于 零 、 范 此 应 用 留 数 定理 ,得 到 积分 


[Bs | (Ce 二 (一 人 or) 及 Cd 
的 值 ， 但 (一 为 一 orzz， 故 积分 等 于 
(1 eamie) |- st1 R23) de 
由 子 前 面 的 因子 关 0， 故 最 后 确定 所 求 积分 的 值 是 完全 可 以 办 到 


图 4-13 图 414 


要 计算 积分 , 需要 确定 sx+itR(22) 在 上 半 平 面 上 的 留 数 。 这 与 
2*R(z) 在 整个 平面 上 的 留 数 相同 ， 在 实用 上 ， 可 不 必 先 作 任 何 代 
换 , 直接 沿 图 4-14 所 示 的 闭 曲 线 求 函数 x*R(z) 的 积分 ， 这 样 , 就 
圳 应 用 se 的 一 个 分 支 , 其 幅 角 位 于 0 及 2xa 之 间 . 这 一 方法 需 作 
一 定 的 验证 , 因为 它 与 留 数 定理 的 假设 并 不 一 致 、 验证 的 方法 是 
很 普通 的 , 在 此 不 于 述 了 . 

5. 我 们 提出 下 列 特殊 积分 的 计算 作为 最 后 一 个 例子 , 即 


z | logsingab. 


考察 函数 1--exz= 一 2ie*sinz、 从 表示 式 1 一 6”* 一 1 一 6-2Y(60g 24 
十 sin 22) 可知， 这 一 函数 只 在 z==nx, y<0 时 是 负 实 数 . 因此 ， 
函数 10g(1 一 e*”*) 的 主 艾 在 弃 去 这 些 半 直 线 后 所 成 的 域内 是 单 值 
而 解析 的 .对 顶点 为 0, m 十 订 ,， 包 的 矩形 应 用 Uauchy 定理 ; 
但 应 避 开 点 0 及, 为 此 可 在 这 两 点 处 作 举 径 为 6 的 四 分 之 一 小 
圆 . 

» 1L59 。 


wall . 


“= 汪 玉 


由 于 周期 性 , 沿 垂直 边 的 积分 互相 抵消 ， 当 了 一 oo 时 , 沿 上 
面 水 平 边 的 积分 趋 于 零 ， 而 当 3 一 0 时 ， 沿 四 分 之 一 小 圆 的 积分 
也 趋 于 零 . 实际 上 , 由 于 对 数 的 虚 部 是 有 界 的 , 所 以 只 要 考虑 其 实 
部 艳 可 以 了 ， 从 2 一 0 时 |1-e*|/|z|->2 可 见 log|1-e*| 象 
log 6 一样 趋 于 无 穷 ， 又 因 8Slog 5 一 0， 故 沿 着 原点 近 旁 四 分 之 一 
小 加 的 积分 趋 于 零 . 

在 顶点 附近 也 可 应 用 同样 的 证 明 , 于 是 得 


| log( — 2ier sin w)dz =0. 


如 取 loge*=iwv， 虚 部 位 于 0 与 z 之 间 ， 因 此 ， 为 了 求 得 虚 部 在 
-x 与 x 之 间 的 主 支 ， 必须 仿 log( 一 让 一 一 mi/2， 于 是 方程 可 写 
成 如 下 形式 . 


vlog2— (5- ) +| ogsinedet (于 5 -i=0, 


从 而 得 | iogsinzdz- — log 2 


习 中 


1. 下 


1 1 
人 Fr TD (GO 二 7 
] 、 ,RN 
(d) cotg, (8) nag’ (1) Er yy A 为 正 整数 )， 


“2. 试 证 明 5.3 节 例 3 由 的 积分 可 以 扩展 为 涪 一 直角 等 边 三 角形 内 积 
分 ， 
3. 人 


/4 rx?2 dx 
(a) | TS ,|2|>1, 四 小 4 二 522 十 已 


Wi a X2 ax 
c 二 也 . 为 S 
(7 三 二 10 六 下 9 (0) | CE 数 ， 


(人 全 -加 本 an 为 实 灼 ， (， 站 于 2 dz, a 为 实数 ， 


2 十 Q2 


* J]00 。 


(g) 站 Z 


,Tr QZ， (h) | (1+x?)-ilogwaz, 


(iD 有 logQ+2) -和 《0<a<2)，( 试 作 分 部 积分 .) 
4 | 1. fg 一 Qi12 lal#p. 
[提示 : 用 #3 二 p? 把 积分 变 成 一 个 有 理 函 数 的 线 积分 , ] 
*5. 有 时 可 用 复 积分 来 计算 面积 分 。 作为 说 明 , 试 证 : 如 果 f(s) 当 |z| 
<1 时 解析 且 有 界 ,又 车 1Z| < 二 则 
, 1 feyaray 
70 = | 2s. 
注意 : 这 称 为 Bergman 核 公式 ， 为 证 明 这 个 公式 ， 将 面积 分 表 成 极 坐 
标 , 然后 把 内 层 的 积分 变换 成 一 个 线 积 分 , 可 用 留 数 计算 . 


zi 靳 1 


6 调和 函数 


一 个 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 是 共 罗 的 调和 函数 . 因此， 有 关 
解析 函数 的 所 有 定理 也 是 一 对 共 轿 调和 函数 的 定理 .不 过 , 调和 
函数 有 它 本 身 的 重要 人性， 而 且 它 们 的 研究 常 不 能 用 复 分 析 方 法 来 
简化 ， 这 一 点 , 在 共 斩 调和 函数 不 是 单 值 函数 时 尤为 突出 ， 

在 这 一 节 里 ， 我 们 把 有 关 调 和 函数 与 Cauchy 定理 紧密 联系 
的 某 些 事实 汇集 在 一 起 。 至 于 调和 函数 更 精致 的 性 质 , 则 待 下 一 
章 介绍 . : 


6.1 定义 和 基本 性 质 


在 域 2 内 定义 且 单 值 的 实 值 函 数 &2) 或 &2， 坊 称 为 在 2 内 
调和 和， 或 称 为 位 函数 ， 如 果 它 本 身 及 其 一 阶 、 二 阶 偏 导数 在 幻 中 连 
续 , 并且 满 足 Laplace 方程 
Ou 0 
a 0 
后 面 我 们 将 会 看 到 ， 这 里 的 正则 性 条 件 是 可 以 减弱 的 ， 但 这 一 点 并 
不 重要 。 


du =0. (64) 


* 101。 


两 个 调和 函数 的 和 以 及 一 个 调和 函数 的 尝 数 倍数 仍然 是 调 积 
函数 ， 这 可 由 Laplace 方程 的 线性 性 质 推出 、 最 简单 的 调和 函数 
是 线性 函数 az 二 Dy， 用 极 坐 标 (7, 86), 方程 (54) 变 为 


oo ( OU OW _ 
”By ed v9. 


这 表明 log7 是 一 调和 和 函数， 而且 玫 明 ， 任 一 只 依赖 于 的 调和 范 
数 必 具有 log7 十 2 的 形式 、 幅 角 8， 只 要 它 能 唯一 地 定义 ,也 是 
调 积 的 . 

如 在 名 内 调和 ,出 


OW .Ou 
i (55) 
必 解析 , 因为 令 呆 一 总， 一 一 总， 我 们 得 到 


i eps 


aU oe% oyV 


\ Oy ey Ov 
应 当 记 住 ， 这 是 从 调和 机 数 过 渡 到 解析 机 数 的 最 和 然 的 方法 . 


从 (55) 可 得 微分 
CU Ou TY Ou 
fdg= (PW ty) +i(- Cp (56) 
在 上 和 式 中 , 实 部 是 % 的 微分 ， 
ou ,ou 
如 必 有 一 共 罗 调 和 函数 , 则 虚 部 可 写成 如 下 形式 ， 
d= 他 jet oy -于 w+ 虱 鸣 


不 过 , 一 般 并 没有 单 值 的 共 : 施 图 数 ， 因此 最 半 个 用 记 3 ov， 代 稚 
它 的 有 


Wg 
Wu 一 Be dt Be dy, 


@@ 方程 的 这 一 形式 对 7 一 0 不 适用， 
.162 。 


并 称 "au 为 ow 的 共 罗 微分 ， 从 (56) 得 到 
fdz= duti du. (57) 
根据 Cauchy 定理 可 知 , f dz 沿 着 在 2 内 同调 于 零 的 任 一 闭 
链 的 积分 等 十 零 。 另 一 方面 , 正 合 微分 du 沿 任何 闭 链 的 积分 都 等 
于 零 . 故 从 (57) 可 知 , 对 于 在 2 内 同调 于 零 的 所 有 闭 链 ?y， 


Ou Ou 、 
* 一 一 一 一 一 一 il } 
| du | Ft 而 一 0 (58, 


(58) 式 中 的 积分 有 一 重要 的 解释 , 应 当 在 此 提 一 提 。， 令 7 为 
一 正则 曲线 ， 其 方程 为 x 一 z( 埠 ， 切 线 的 方向 由 角 a 一 arg% (#) 确 
定 ,我 们 可 令 dz= | 叱 |cosa, dy= 1adz|sina， 指 问 切 线 右 方 的 法 线 
的 方向 为 B=a 一 xw/2, 因此 cosa== 一 sin B, sinw 一 cos B66.。 表达 式 


Bu pv 
Bm ar 5 ospB+ gin 局 


是 w 的 一 个 方向 导数 ,就 是 关于 曲线 的 右 法 向 导数 . 于 是 得 到 
"du 一 (9w/9n) |dz|, 而 (58) 式 可 写成 如 下 形式 : 


Ou 
| 灵 lezl=o (59) 


这 是 古典 的 记 法 。 这 一 记 法 的 主要 好 处 是 Buw/Bn 实际 表 出 了 
垂直 于 ?> 的 方向 内 的 变化 率 . 例如 ,如 7 为 一 取 正 向 的 圆 , |z| =7， 
刘 9w/an 就 可 用 偏 导数 Gu/67 来 代 兰 .这 一 记 法 的 缺点 就 是 (59) 
式 已 不 是 一 普通 的 线 积分 ， 而 是 一 个 关于 弧 长 的 积分 。 由 于 这 一 
原因 , 古典 记 法 在 同调 论 中 不 很 适用 ,还 是 应 用 记 法 ,oq 为 好 . 

在 一 个 单 连通 域内 ,*du 沿 所 有 闭 链 的 积分 都 等 于 零 ,而 “ 则 
具有 一 单 值 的 共 轿 函数 2， 这 一 函数 除了 一 个 附加 的 常数 外 ， 可 
以 完全 确定 ， 在 多 连通 的 情形 , 共 绒 函数 具有 对 应 于 同调 基底 上 


的 团 链 7 的 周期 ; 
| | del. 


对 于 一 个 对 调和 函数 ,公式 (58) 有 一 重要 的 推广 . 设 妇 及 wa 
为 Q 内 的 调和 函数 ; 可 以 断言 ， 对 于 在 内 同调 于 零 的 每 一 闭 链 
“YY, 必 有 | 
e 4103. 


| Wi us — 12 0 一 0. (60) 


根据 第 4.6 节 的 定理 16, 我 们 只 要 对 Y=6 有 RR 证明 公 式 (60) 就 够 
了 ， 此 处 恕 为 8 中 的 一 个 和 矩形、 在 玉 中 , wr 及 wa 具有 单 值 的 共 
斩 函 数 4 及 2, 因此 可 王 作 

wi uo— us i= dVa— WadVi=u d+ v1 ua — O21), 
此 处 ,Q(twat1) 为 一 正 合 微分 ,而 如 dvs 十 V1 Gus 是 

(uit dv1) dus + odo) 

的 虚 部 . 最 后 一 微分 可 写成 ifs dz 的 形式 ， 其 中 Fi(%) 及 fa(%) 
都 在 马上 解析 .根据 Cauchy 定理 ，Zaijfao2 的 积分 等 于 零 , 因此 
其 虚 部 的 积分 也 等 于 零 ， 故 知 (60) 式 对 y=9B 成立 , 这 就 证 明了 
下 面 的 定理 . 

定理 19 设 岂 及 都 在 域 如 内 调和 , 则 对 于 在 Q 内 同调 于 
零 的 任 一 闭 链 Y, 必 有 有 

[ wi Ca 一 2a di = 0, (80) 
如 弘一 1 而 wa 一 ww 则 上 式 化 成 (58) 式 ， 如 用 碧 典 记 法 ， (60) 


式 可 写成 z 
| (ua 3 2 Sr )|do| =0. 


6.2 均值 性 质 ， 


”现在 我 们 来 应 用 定理 19, 令 wu 一 log7, ws=w, wu 在 |z|<<p 中 
调和 。 取 有 和 孔 圆 盘 0<|z| <p 作为 8, 闲 链 C34 一 Cs 作为 7， 此 处 
C, 是 一 取 正 向 的 圆 |>| =”%<p. 在 圆 |x| 一 ” 上 ,有 
“ui 一 7(Bu/Br)d0， 
因此 , 由 《60) 得 


{0 gg Ou jg 
gr TL ag | wag togrs) 73 -5 cb | 2 ol. 
换言之 , 表达 式 
| vay-logr) _ ey 


» fd 


是 一 常数 ， 这 一 点 即使 在 所 给 的 % 只 在 一 个 环形 域 中 调和 时 也 正 
确 ， 同 样 , 从 (58) 可 知 ,如果 在 一 环形 域 中 调和 , 则 


Ou 
| ?0 


是 一 党 数 ,而 若 妈 在 整个 回 委 内 调 和 ,， 则 等 于 零 ， 合 并 上 述 结果 
就 得 到 ; 
定理 20 “一 个 调和 函数 在 同心 图 |z| =” 上 的 算术 平均 是 


和 


元 | udb -alogr+B, (61) 
Yr [有 | =*r 


又 如 果 示 在 一 圆 盘 内 为 调和 , 则 a=0, 而 的 算术 平均 是 一 常数 


在 后 一 情形 ,根据 连续 性 , 6 一 w(0), 变换 到 一 个 新 的 原点 后 ， 
得 到 


wg0) - 云 | ul(zo+ Tre" )a0, (62) 


”公式 (62) 显 然 也 可 直接 从 第 3.4 节 中 的 解析 函数 的 对 应 公式 
(34) 中 导出 .这 就 直接 引出 了 调和 哨 数 的 极 值 原理 . 
定理 2 一 个 个 等 于 常数 的 调和 男 煞 在 友 定 文昌 中 既 没 有 


妇 和 
| | 


“这 一 证 下 的 证明 和 解析 函数 极 值 原理 的 证 明 相仿 在 此 不 重 
复 了 . 它 也 可 应 用 于 极 小 值 的 考虑 , 因为 , 如 为 调和 范 数 , 则 一 % 
也 必 是 调和 函数 . 在 解析 函数 的 情形 , 要 作 相 应 的 处 理 就 必须 将 
极 值 原理 应 用 于 1/f(z), 但 这 是 不 恰当 的 , 除非 f(z) 二 0， 注意 
解析 函数 的 极 值 原理 可 从 调和 函数 的 极 值 原理 导出 ， 只 要 将 后 者 
应 用 于 log|f(z) | 即 可 ,这 一 函数 在 f(z) 天 0 时 是 调和 的 ， 


习题 


， 设 % 在 0<18| 天 p 中 有 界 旦 调和 ,求证 原点 是 4 的 可 去 奇 点 , 这 就 是 
说 , 当 0 定义 以 后 ， 4 空 成 在 jz| 二 p 中 调和 ， 
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2， 设 f(4) 在 贺 环 +1<1z| <xs 中 解析 ， 并 在 闭 圆 环 上 连续 ， 当 1z1=y 
时 , 以 用 (7) 表 |f(z)| 的 最 大 值 , 试 证 明 
M(r) SM) Mrs)!™, 
其 中 a 一 log《72/7) :iogCr2/71) 《Hadamard 三 圆 定理 )， 并 讨论 等 号 成 立 的 
情形 。 [提示 : 对 log |7(ez)1 和 log|2| 的 一 个 线性 组 合 , 应 用 极 值 原理 . ] 


6.3 Poisson 公式 


极 值 原理 具有 一 个 如 下 的 重要 推论 ， 设 w(z) 在 一 个 有 界 闭 
集 妃 上 连续 ,并 在 召 的 内 部 调和 , 则 这 一 函数 将 由 它 在 召 的 边界 
上 的 值 唯一 地 确定 .实际 上 ， 如 设 如 及 ws 为 两 个 具有 同样 边 值 
的 调和 函数 ， 则 wi 一 ws 将 是 边 值 为 0 的 调和 函数 . 应 用 极 值 原理 
可 知 吕 1 一 ws 应 在 如 上 恒 等 于 零 . / 

这 里 产生 了 当 冯 的 边 值 已 经 给 定时 ， 如 何 求 出 芭 的 问题 。 在 
这 方面 , 我 们 将 只 对 最 简单 的 情形 , 即 对 一 个 闭 的 圆 盘 , 给 出 问题 
的 解 . 

公式 (62) 确定 2 在 圆 盘 中 心 的 值 . 这 正 是 我 们 所 需要 的 ， 因 
为 存在 一 个 线性 变换 ， 它 可 把 任何 一 点 变 到 圆心 ， 为 明确 计 ， 设 
wlz) 在 闭 圆 盘 |z| < 五 中 调和 . 线性 变换 

RIRC+G 

将 | 二 | 映 成 lz 所 BR, 以 点 6=0 与 点 z= 二 4 对 应 、 函 数 w(SCL)) 
在 || 志 1 中 调和 , 根据 (62), 得 到 


wo = | ,SCC)) dargt. 


从 
Z R(z— 69) 
BR*—az 
计算 区 
,ad : a 
Garpg C=—, 2 i +) 


2 oz 
=-(: -十 一 2 jg. 
2—@ Ri—ag 
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代入 妃 =zz, 则 最 后 一 式 中 46 的 系数 可 改写 为 


ry 3 2 
7 ,0 _4 | 
~— 0 之 一 化 12 一 | 


1 /2Zz 十 G zt) 2 十 G6 
= 2 =- Re ss. 
区 7( T 2—0 


于 是 得 到 Poisson 公式 的 两 种 形式 如 下 : 
ug 二 过 | ， 吾 一 [quw(zyd8 


1 一 G| 


2Z—0 2 


1 


_ 了 | Be ul)00。 (68) 


在 极 举 标 系 申 ， 


une) -| BT Be. 
ojo Bi—2rReos(d—9)+r ， 


在 导出 Poisson 公式 的 过 程 中 ， 我 们 假设 了 wz) 在 财 圆 盘 
中 调和 ， 但 是 ,在 较 弱 的 条 件 : w2) 在 开 圆 盘 中 调和 ， 在 财 圆 盘 中 
连续 之 下 , 结论 仍 是 正确 的 事实 上 , 如 果 0<r<1, 则 wz) 在 闭 
圆 盘 中 调和 ， 于 是 得 到 


Wr) = 襄 s 


2 一 9 

现在 我 们 需要 做 的 是 令 7 趋 于 二， 因为 wz2) 在 1z| 委 只 上 一 致 连 
续 , 因此 , 对 于 |2z| = 有 ,一致 地 有 wu《72)->wu(z)。 故 知 (63) 保 持 正 
确 . : 

我 们 把 这 结果 阐述 成 如 下 定理 ， 

定理 吕 ”假设 w%(z) 在 |1*|< 忆 内 调和 ,在 lz| 委 尽 上 连续 ， 则 
对 所 有 jj|< BR 恒 有 

wa - 工 | 所 = 全 ulz)d0. (64) 


2 | z 一 
由 这 定理 立即 得 到 Y 的 共 轿 消 数 的 一 个 明显 表达 式 。 实际 
上 ， 由 公式 (63) 得 / 


us) Be st | Se wi 加 | (65) 


Do J :1=R og 
方 括号 内 的 表达 式 当 |z| 过 时 是 2 的 一 个 解析 函数 。 由 此 推 知 
67 * 


1 -二 -| Ye wb) H+i0 (66) 
Zh 本 


rR 蕊 一 2 
的 实 部 ， 其 中 C 是 一 个 任意 的 实 常 数 . 这 一 公式 称 为 Schwarz 公 
式 . 
作为 (64) 的 一 个 特殊 情形 ， 注 意 %=1 给 出 


| 中 一 [2 gg-2r (67) 
Ig|=R |z 一 G |” 
”对 所 有 的 |a|<< 瑟 成 立 . 


6.4 Schwarz 定理 


定理 22 可 用 以 将 一 个 给 定 的 调和 函数 通过 它 在 一 个 圆周 上 
的 值 来 表达 、 但 是 公式 (64) 的 右 端 当 忆 在 |z| RR 上 有 定义 时 ， 
只 要 是 充分 正规 的 ， 例 如 是 逐 段 连续 的 ， 就 有 意义 . 象 在 (65) 中 
一 样 ， 积 分 仍 可 写成 一 个 解析 函数 的 实 部 ， 因 此 它 是 一 个 调和 函 
数 . 问题 是 ， 它 在 |z| 一 上 是 否 有 边 值 wz)? 

有 理由 来 浴 清 一 下 记号 ， 取 R=1， 对 于 0 入 4 和 2z 中 的 任 一 
逐 段 连续 函数 了 (0)， 定 义 

P, (2) = 二 | Re ot U0)a9, 

”并 称 它 为 口 的 Poisson 积分 ,注意 :Pi(z) 不 仅 是 z 的 函数 , 而 且 
还 是 函数 U 的 函数 ; 称 它 为 一 个 泛 图 . 如 

Posr= Pvt Py, 
并 对 一 个 常数 c, 有 

z Pou=¢e Pv, 
成 立 ， 则 称 这 一 泛 函 是 线性 的 ， 此 外 , 口 >>0 就 意味 着 Pu(z) 之 0; 
由 于 这 一 性 质 , 所 以 称 Pr 为 正 线性 泛 函 . 

从 (67) 可 推 得 Pc。 从 这 一 性 质 ， 连 同 泛 函 的 线性 和 正 的 
特性 , 使 我 们 得 出 结论 ， 不 等 式 m<U<M 将 导致 mw<Pu<M. 

边 值 的 问题 是 用 下 列 基本 定理 来 处 理 的 ， 这 定理 是 昌 . A. 
Schwarz 首先 证 明 的 ， 

* 168。 


定理 23 只 要 函数 过 在 bo 处 连续 ， 则 函数 Po(z) 在 |z| <1 
内 调和 ， 上 且 
lim Pu(z) =U (Ho). (68) 


我 们 已 经 指出 ，Pv 是 调和 的 .为 了 研究 边界 性 态 ， 设 Ci 和 
Ca 是 单位 圆 上 两 段 互 余 的 弧 , 并 以 wz 表 示 在 Ci 上 等 于 局 而 在 Cs 
上 等 于 零 的 函数 ， 以 0; 表示 在 Ca 上 等 于 7 而 在 Cx 上 等 于 零 的 
细 数 ， 显 见 Pv= 了 Pi + Pr,, 

由 于 Po, 可 以 看 作 沿 着 Ca 的 一 个 线 积 分 ， 故 根据 前 面 同样 
的 理由 ， 它 除 闭 弧 Ca | 对 于 2 关 e", 表达 式 

es+% 1—|z|? 
Eg —%|2 
在 jz| ==1 上 等 于 零 。 故 知 Po, 在 开 弧 Ga 上 等 于 零 ， 又 因 它 是 连 
续 的 , 故 当 >6 E03 时, Po,(%) 一 0. 

要 证 明 (68)， 可 设 U(to) 一 0， 因 为 如 果 情 形 不 如 此 ， 则 只 
须 以 U 一 U0(90) 代 UU 基 可 ,给 定 一 个 20， 可 以 找到 G1 和 Ca 使 
得 ew 是 Cs 的 一 个 内 点 ， 并 对 于 e*€0，， 有 10C0)|<<e/2. 在 这 
一 条 件 下 ,对 于 所 有 的 9, 必 有 |Us(9)|<e/2, 因此 ,对 于 |z|<1 
就 有 |Po,(z) | 达 e/2. 男 一 方面 , 由 于 Vi 连续 并 在 ew 处 等 于 零 ， 
故 存在 一 个 5， 只 要 |x--ew|<<6, 便 有 |Pc,(%)|< 达 a/2. 由 此 可 

知 , 只 要 |z| 过 1，|z 一 es| <6, 就 有 ||PvG2)| 所 | Pe,| 十 |Po,| 过 8, 这 
融 是 所 要 证 明 的 . 
Poisson 公式 有 一 个 有 趣 的 几何 解释 ， 

也 是 Schwarz 提出 的 . 给 定单 位 圆 内 部 一 
个 固定 点 对 每 一 er， 确定 点 se"， 使 
6 ,2 与 6 在 一 直线 上 (图 4 1 芭 )。 经 几何 
考察 或 通过 直接 计算 ,有 

1—|zl?= |ee—z||es—z|,. (69) 人 
但 (e” 一 2)/(e” 一 2 是 负 的 , 故 必 有 
1 -12 一 一 (6 一 们 (6 **—2). 


把 2 看 作 忆 的 函数 进行 求 导 . 由 于 2 是 常数 , 帮 得 


ee 
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ed em 


et 一 多 -iO* 之 


FE 


取 绝 对 全 , 得 
CO Ei 一 2 | 
do Te (70) 
人 队 (69) 和 (70) 得 | 
1—|lzl? cd 
e”—z|* ag 
因此 z 
P,(z) = 元 | UO) ab = 过 | 17(9960 


换言之 ,为 求 Pu(z), 可 将 0(9) 的 每 一 个 值 换 为 z 对 面 的 反 上 的 
值 , 并 沿 阅 取 平 均值 即 可 ， 


习 题 
1. 设 0(E) 对 所 有 实 的 是 逐 段 连续 而 有 界 的 , 证 明 

: Py) = 二 | Gr : 
表示 上 半 和 平面 中 的 一 个 调和 函数 ， 在 连续 点 有 边 值 U8) 六 平 面 的 Poisson 
积分 》， 

2. 证 明 ， 在 上 半 平 面 中 调和 而 有 界 ， 在 实 轴 上 连续 的 函数 可 以 表 成 一 

个 Poisson 积分 (习题 1). 
着 ,无穷 远 点 的 出 现 汰 加 了 困难 ,因为 我 们 不 能 直 按 对 w 一 PP. 应 用 极 值 

原理 .一 个 好 的 尝试 是 对 e> 0 应 用 极 值 原理 于 v- 己 .一 sy 记 住 要 令 s。 趋 于 
零 ， 这 几 平 总 是 可 行 的 , 因为 当 y->0 时 函数 趋 于 0, 而 当 -> ce 时 , 函数 趋 于 
一 ,但 当 |z|-co 时 就 不 能 控制 试 证 明 : 车 应 用 于 % 一 Ps 一 eIm( V 邵 )， 
则 推理 可 成 功 地 作出 ， 

3, 在 习题 1 中 , 假设 在 0 有 一 个 跳跃 ,例如 UC+0)=0, UC 一 0)=1. 
试 证 明 ， 当 #0 时 ,Po《z) -二 args 趋 于 0， 试 将 结果 推广 到 任意 跳跃 和 
圆 的 情形 . 

4. 设 01 及 0 为 单位 加 上 两 段 互 余 的 弧 , 在 C1 上 , 令 U=1, 在 C2 上， 
令 口 =0， 试 求 Py(s) 的 显 式 ， 并 证 明 那 息 与 01 相对 、 由 过 2 及 01 的 两 端 
* Ji0. 


氮 的 直线 所 截 出 的 弧 的 长 度 等 于 2x Pu(g). 

5. 求证 均值 公式 (62) 对 4 一 lvg|1+s|, s0 二 0, 7 一 工 仍 成 立 , 应 用 这 -- 
点 ; 计算 积分 

| logsin © ag, 

6. 若 f(#) 在 全 平面 内 解析 , 并 设 s->~ 时 s-1Ref(#)->0, 试 证 了 是 一 党 
数 ， [提示 :， 使 用 (66). ] 

1. 滞 太 8) 在 ee 的 一 个 缉 域 中 解析 , 并 设 2 一 时 271 Ref(3) 一 0, 试 证 
lim f(8) 存在 ， (换言之 ,在 co 的 弧 立 奇 点 是 可 去 的 )、 [提示 ， 首先 用 
Cauchy 积分 公式 证 明 f= 有 i 十 fo, 其 中 随 8 一 ce， 户 ()~>0， 有 有 (#) 在 全 平面 内 
解析 ,] 

3 在 Xs) 在 0<|s|<p 上 将 和 并 且 lim su 一 0， 试 证 明 可 写成 形 
式 xz) = 二 alog|s| 十 wl8), 其 中 a 是 一 常数 ,wo 在 1s|<p 中 是 调和 的 ，[{ 提 
未 ; 选取 a 如 (61)， 然 后 证 朋 wo 是 一 个 解析 函数 fo(8) 的 实 部 ,并 用 上 一 习 
题 但 出 结论 ; 在 0 的 奇 点 是 可 去 的 ,] 


6.5 对 称 原理 


对 称 原理 或 反射 原理 的 一 种 初等 情形 已 在 线性 变换 中 讨论 过 
(第 3 章 3.3 节 ). 另外 ,还 有 许多 更 为 一 般 的 形式 ,都 是 由 互 . A. 
Schwarz 首先 阐述 的 ， 

反射 原理 的 依据 是 ; 若 wu(z) 是 调和 函数 , 则 w(3) 也 必 是 调和 
函数 ,车 f(z) 是 解析 函数 , 则 f(z) 也 必 是 解析 函数 .更 精确 地 说 ， 
车 (2z) 在 域 8 内 调和 ,f(z) 在 Q 内 解析 , 则 作为 z 的 函数 ,w(2z) 必 
在 域 2* 内 调和 , f(z) 必 在 域 2* 内 解析 ,这 里 02* 是 由 0 对 实 轴 
反射 而 成 的 ; 也 就 是 说 , 当 且 仅 当 #EQ 时 zxEQ*， 这 些 叙 述 可 由 
通常 的 核验 来 证 明 . 

考虑 一 个 对 称 区 域 的 情形 ，0* 一 0Q. 由 于 9 是 连通 的 , 它 必 
与 实 轴 沿 至少 一 个 开 区 间 相 交 . 设 f(z) 在 2 内 解析 ， 并 设 . 
f(z) 至 少 在 实 轴 的 一 个 区 间 处 是 实 的 .由 于 f(z) 一 f(z) 是 解析 
的 , 并 在 实 轴 上 等 于 零 ,因此 它 必 在 Q 内 恒 等 于 零 , 于 是 在 Q 内 
f() = 用 记号 六 =v%+ 思 这样 就 有 az)=w( 3， 一 
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一 2)， 

这 是 重要 的 ,但 确切 地 说 ,还 是 一 个 较 弱 的 结果 . 因为 我 们 假 
设 了 f(z) 在 全 人 内 已 知 是 解析 的 .现在 记 8 与 上 半 平 面 的 交 为 
2" 、8 与 实 轴 的 交 为 ao， 假设 f(z%) 在 2*Uo 上 有 定义 ,在 821+ 内 
解析 ,在 o 上 连续 并 且 是 实 的 ， 在 这 些 条 件 下 , 我们 来 证 明 , f(z) 
”是 一 个 在 全 8 内 解析 并 满足 对 称 条 件 f(z) 一 f(z) 的 函数 限制 在 
Q2 ”上 的 约束 . 换言之 我 们 的 定理 的 一 部 分 断言 f(z) 具 有 一 个 扩 
张 到 8 的 解析 延 拓 . 

: 即使 在 这 一 阐述 中 , 假设 仍 是 太 强 了 . 事实 上 , 主要 的 是 要 求 
虚 部 v(%) 在 o 上 等 于 零 , 至 于 实 部 , 那 就 不 需 作 任何 假设 . 所 以 ， 
在 反射 原理 的 确切 氢 述 中 , 侧重 点 是 在 调和 函数 上 ， 

定理 2 设 0* 是 一 个 对 称 区 域 Q 在 上 半 平面 的 部 分 ，o 是 
实 轴 在 4 中 的 部 分 ， 假设 v(w) 在 2" UG 中 连续 ,在 3” 中 调和 而 
在 = 上 等 于 零 则 ?具有 一 个 扩张 到 £2 的 调和 延 拓 ， 中 是 对 攻关 


量 和 


为 证 明 这 个 定理 作 夯 雪 ”2)， 使 在 纪 内 等 于 2 在 oc 上 
等 于 零 ,而 在 2* 的 镜 象 中 等 于 一 v2(z)， 我 们 要 证 明 % 在 eo 上调 
和 .对 于 所 mo€0, 考 虑 一 个 中 心 和 含 于 0 中 的 圆 盘 , 以 Pr 表示 
相对 于 这 一 圆 盘 的 由 边 值 上 组 成 的 Poisson 积分 . 差 玉 -Pr 在 
圆 盘 的 上 半 郭 分 内 是 调和 的 .根据 定理 23, 它 在 半圆 周 上 以 及 在 
直径 上 都 等 于 零 . 因为 按 定 义 , 上 ~>0, 而 按 对 称 性 ,.Pr 等 于 零 . 
极 值 原 理 蕴 涵 着 在 上 半圆 盘 中 斑 = Pr, 而 对 下 半圆 盘 , 可 重复 同 
样 的 证 明 , 因此 得 出 结论 ; 六 在 整个 圆 盘 中 调和 ,特别 是 在 axo 调 
至 于 定理 的 余下 部 分 , 仍 考 察 中 心 在 c 的 一 个 圆 盘 ， 我 们 已 
, 经 将 ?" 坟 张 到 整个 圆 盘 ,并且 "在 同一 圆 盘 中 有 一 共 辆 调 和 函数 
一 wo, 对 它 , 可 加 以 正规 化 而 使 在 上 半圆 盘 内 w= Ref(x)， 考 巾 

Uo(z) =uo(?) 一 (2z)， 

显然 ,在 实 直径 上 3U7oac=0, 又 
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由 此 可 知 解析 函数 6Uo/6w 一 i8Uo/9y 在 实 轴 上 等 于 堆 ， 因 而 恒 
等 于 零 . 所 以 U。 是 一 常数 ,而 这 一 常数 显然 是 零 . 这样 就 证 明了 
Uol?) 一 wm(z)， 

”这 构造 可 对 任意 圆 盘 重复 做 显然 ,在 互相 交 和 迭 的 圆 盘 中 ，w 
重合 在 一 起 , 定义 可 扩张 到 全 9, 于 是 定理 得 证 . 

这 定理 有 明显 的 推广 域 Q 可 取 为 关于 贺 C 对 称 , 而 不 是 关 

于 一 直线 对 称 , 当 2 趋 于 COC 时 ,可 以 假设 f(z) 趋 于 另 一 加 CC.、 在 
这 样 的 条 件 下 ,f(z) 有 一 解析 延 拓 , 它 把 关于 C 对 称 的 点 上 映 成 关 
于 0" 对 称 的 点 ， 


习 题 


T， 如 果 je) 在 整个 平面 中 解析 , 在 实 轴 上 取 实 值 , 在 虚 轴 上 为 纯 虚 数 ， 
斌 证明 f(#) 是 闸 函 数 , 

2. 试 证 明 在 对 称 区 域 2 中 解析 的 任 一 痛 数 了 可 以 写成 形式 广 十 ;fa, 其 
中 丹 、 fa 在 9 中 解析 ,并 在 实 轴 上 取 实 值 . 

3. 如 果 了 (8) 在 1s| 志 1 中 解析 ,并 在 1#| = 上 上 满足 |f1 =1, 试 证 明 f(8) 
是 有 理 孙 数 . 

4. 用 (66) 导 出 (8) 的 公式 ,用 (8) 表 示 ， 

5. 如 果 w(8) 是 调和 也 数 , 且 当 y>>0 时 ,0<u(8) 夸 Ky, 证明 4=2y, 其 中 
0<<k 志 区，[ 对 实 轴 反射 ,使 成 为 完整 的 解析 示 数 (8) = 二 w+iv, 用 习题 4 证 
明 fr(8) 是 有 千 的 ,J : 
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第 5 章 ， 级 数 与 乘积 展开 


充分 一 般 的 定理 在 解析 函数 理论 中 有 它们 固有 的 地 位 ， 但 必 
须 记 住 ,整个 理论 获 源 于 这 样 的 愿望 , 即 希望 能 处 理 明 显 的 解析 表 
达 式 ， 这 些 表达 式 取 无 穷 级 数 、 无穷 乘 积 和 其 它 极限 的 形式 .本 
章 一 部 分 将 处 理 这 些 极限 所 遵从 的 一 些 规则 ; 另 一 部 分 处 理 初等 
超越 函数 和 其 它 特殊 函数 的 明显 表示 式 。 


1 考级 数 展开 式 


在 第 2 章 我 们 已 经 初步 研究 过 宕 级 数 ， 主 要 是 为 了 定义 指数 
函数 和 三 角 函 数 . 不 用 积分 就 不 可 能 证 明 任 一 解析 函数 都 有 一 个 
宕 级 数 展开 式 ， 这 个 问题 现在 将 作 肯 定 的 回答 ， 基 本 上 作为 
Cauchy 定理 的 一 个 应 用 .。 / | 

， 第 一 小 节 讨论 解析 函数 序列 的 更 一 般 的 性 质 ， 


1.1 Weierstrass 定理 


有 关 解 析 函 数 序 列 收敛 性 的 主要 定理 断言 ， 解 析 函 数 的 一 致 
收敛 序列 的 极限 仍 是 一 解析 函数 .我 们 必须 妥善 地 叙述 其 假设 条 
件 , 使 之 精确 , 而 且 还 不 能 使 之 限制 过 严 . 

考察 函数 序列 { 思 (9)}, 其 中 每 一 f(z) 是 定义 在 一 个 域 8, 内 
的 解析 函数 .对 于 这 一 序列 的 极限 函数 f(z), 我 们 应 当 在 某 一 域 
Q 内 来 加 以 考虑 , 显然 , 如 果 了 (z) 定 义 在 8 内, 则 0 的 每 一 点 必 属 
于 所 有 的 2 此 处 是 大 于 某 一 mw 的 数 .一 般 说 来 ,对 于 8 的 所 
有 点 , no 都 是 不 同 的 , 因此 就 不 必要 求 8 内 的 收敛 是 一 致 的 。 事 
实 上 ,在 多 数 典 型 的 情况 下 , 诸 域 2, 组 成 一 递增 序列 : Q:CDaC… 
COC…, 而 8 则 是 2, 的 并 集 ， 在 这 种 场合 ,， {f(z)} 中 没有 一 
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个 次 数 是 定义 在 2 的 全 部 域内 的 ; 尽管 收敛 不 可 能 一致 的 ,但 是 在 
4 的 所 有 点 上 ,极限 f(z) 仍 可 以 存在 . 

我 们 取 fn(2) 二 2z/ 《2x 十 1) 并 令 作为 圆 盘 | xz 二 2- "来 作为 一 
个 最 饮 单 的 例子 ， 如 取 圆 盘 1z| < 作为 域 2, 则 在 这 个 圆 胡 之 中 ， 
显然 有 lim f(z) 一 z， 为 了 研究 收敛 的 一 致 性 , 作 关 

ff) 22 十 1)、 

对 于 2 的 任 一 给 定 的 值 , 取 n>> (log 4/e)/(log4/|z|) 即 可 令 |z” 
之 8/4， 如 8 过 1， 则 21z21*1<g/2， 工 十 2z| > 可 因此 | 户 (z) 一 2 


<85， 由 此 可 知 ， 在 任 一 闵 圆 盘 |z| 大 7 和 < 工 中 ,或 在 这 样 一 个 闵 必 
番 的 任 一 子 集 土 , 收敛 是 一 致 的 , 

用 另 一 种 方式 来 说 ， 那 就 是 上 例 中 的 序列 {fn(%)? 在 域 2 的 
任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 于 极限 函数 f(x)。 事实 上 , 在 一 蛇 致 集 
上 , |z| 具有 一 极 大 值 ”<1， 因 此 这 一 集 包含 于 闭 圆 盘 |z| <7 之 
中 。 这 是 属于 典型 的 情形 ， 一般 说 来 , 我 们 常 可 以 证 明 在 人 2 的 任 
一 上 至 了 集 上 的 收 伐 忆 是 一 致 的 为 一 方面 ， 这 正 是 我 们 下 面 所 要 

证 朋 的 定理 的 日 然 条 件 ， 
定理 1 凡 fn 证 是 六 生生 人 站 的 解析 症 数 序列 { fn(%)} 


和 
入 
着 


| 


应 用 Morers 定理 (第 4 章 2. 8 节 ) 即 可 很 容易 地 证 明 了 (%) 的 
解析 性 . 令 |z 一 a|<<7 为 包含 在 Q 中 的 一 个 闭 圆 盘 ; 由 定理 的 假设 
条 件 可 以 推 知 ,对 于 大 于 某 -- ?mw 的 所 有 mn， 这 一 圆 旭 包含 在 全 部 
Q, 之 中 @@， 令 7 为 |z 一 2|<7? 中 的 任 一 闭 曲 线 ， 则 根据 Cauchy 

定理 ,对 于 多 9， 
| ma-o 。 


由 于 在 YY 上 的 一 致 收敛 性 , 故 得 


人 @ 事实 上 ， 域 9, 全 体 组 成 je 一 aj<y 的 一 个 开 覆 盖 。 圆 盘 是 紧 致 的 , 因此 它 具 
吝 一 有 鸭 的 子 多 益 ， 这 就 是 说 , 它 包含 在 一 个 固定 的 Ow 中， 
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| rez=lm| f(s)dz=0 


又 根据 Morera 定理 , f(2) 在 |z-a| <7 内 解析 ， 因 此 f(z) 在 闽 
个 域 口内 解析 . 
” 另 一 更 直接 的 证 法 以 积分 公式 

OE 
为 依据 ,其 中 C 为 圆 |¢ 一 a| "+ 且 js 一 zl<r， 命 m 赵 向 于 co, 根 
据 一 致 收敛 性 可 得 

f(2) -wr | fe / 
这 一 公式 表明 f(s) 在 回 盘 内 和 解析， 应 用 公式 

/ nC NC 

帮 = ， 
根据 上 面 的 同样 理由 可 得 

lim fo(2) = ,es —f'(z), 
通过 简单 的 信 计 即 可 看 出 ,对 于 |z 一 a| <p 二 7, 收敛 是 一 臻 的， 0 
的 任 -一 紧 致 子 集 都 可 用 有 穷 个 这 样 的 闭 圆 盘 来 遮盖 ， 因 此 知 每 一 
紧 致 子 集 上 的 收敛 是 一 致 的 。 于 是 定理 得 证 , 重复 应 用 这 一 定理 
可 知 ,在 9 的 每 一 紧 致 子 集 上 ，Fo( 轨 一致 收 但 于 foo(z) 
定理 1 是 由 Weierstrass 所 提出 的 ,他 写成 一 个 等 价 的 形式 ， 
将 这 一 定理 应 用 于 以 解析 西数 为 项 的 级 数 具 有 特别 重要 的 意义 
这 一 定理 于 是 可 表述 如 下 ， 
设 级 


f(g) fs (%) 上 ya) 十 … 十 (2) 二 +。 


和 


3 


应 用 投 信 原 忆 可 以 更 容易 地 省 明 紧 到 点 4 上 政 必 和 
人 性， 事实 上 , 使 用 定理 工 的 记 法 , 差 |fa(z) 一 f(z) | 在 4 的 边界 上 
达到 其 在 4 中 的 极 大 值 ， 因 此 , 在 4 的 边界 上 的 一 致 收敛 就 意味 
* 176% 


(Sy 


着 在 4 上 的 一 致 收敛 .例如 , 设 函 数 .fC2) 在 圆 盘 |z| < 内 解析 ， 
如 果 我 们 能 够 证 明 序列 在 每 一 个 圆 | 中 = 上 一 致 收敛 ， 此 处 
lim yo 一， 应 用 Weierstrass 定理 ， 可 证 极限 函数 必 是 解析 的 . 


下 面 的 定理 归功 于 A. Hurwitz: 
生理 2 区 中 都 解析 是 大 0， Ci fn(2) 三 0 


种 


” 候 设 7 不 恒 等 于 零 ，f() 的 零点 在 任何 情况 下 都 是 孤立 
的 ， 因 此 , 对 任 一 点 mE Q, 存在 一 个 数 *>0， 使 得 Fo) 在 0< | 
一 和 |<r 上 有 定义 且 头 0， 特别，| f(z) | 在 圆 |z 一 zo| 一 + 上 有 一 
正 的 极 小 值 , 记 这 圆 为 C， 由 此 可 知 , 在 C 上 , 1/ 记 (2) 一 致 收敛 于 
1/f(z)， 因 为 在 CO 上 还 一 致 地 有 下 CR 故 可 断定 
ml (2)y, 1 | CD go 
en Bn Jo pr) on Jo Fon 
但 左 端 的 积分 全 都 是 零 ,因为 它们 给 出 方程 f(z) =0 在 CO 内 部 的 
根 的 个 数 ， 所 以 右 端的 积分 是 零 ， 因 此 ， 根 据 积分 的 同一 解释 ， 
f(z0) 0， 由 于 如 是 任意 的 ,所 以 定理 得 证 . 


可 题 
1. 对 log(1+s/n) 的 一 个 分 支 应 用 Taylor 定理 ,求证 
lim (1+ 2) 一 2 

在 所 有 紧 致 集 上 是 一 致 的 . 

2. 求证 级 数 4003 p> 
在 Res> 工 时 收敛 , 并 将 其 导数 表 成 级 数 形式 

”3. 求证 (1—21~*)t(8)=1-— 243 

并 证 明 右 边 的 级 数 当 Rez>0 时 是 * 的 解析 函数 . 


.作为 定理 2 的 一 个 推广 ,证 明 : 若 (8) 在 人 2 内 至 多 有 加 个 零点 ， 则 
f(z) 或 者 恒 等 于 等 ,或 者 至 多 有 m 个 零点 ， 
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5 
n=1 一 这 = 荐 
对 |z|<1 成 立 ，( 展 成 一 个 二 重 级 数 , 并 反 转 尿 和 的 次 序 .) 


1.2 Taylor 级 数 


现在 我 们 来 证 明 每 一 解析 酒 数 都 可 展 为 收敛 的 Taylor 级 数 . 
这 实际 上 是 第 4 章 3.1 节 定 理 8 的 有 限 Taylor 度 升 及 对 应 的 余 
项 表示 的 一 个 直接 推论 . 根据 该 定理 ,如 f(z) 在 包含 % 的 一 :个 域 
4 内 解析 , 则 
f (2)=f (20) 二 0) 人 多， (一 z0) 十 … 十 二 co eo) (2 —%0)" 
十 ff:1C2) en 
fed 
fnril% ) 一 二 一 一 二 | Cg)" Ti 2)° 
最 后 一 式 中 的 C 是 任意 一 个 包含 于 内 的 闭 圆 扒 |z 一 zo| <<p 的 
周 界 |z 一 ?oi =p. 
命 叶 为 |f(%)| 在 C 上 的 极 大 值 , 则 可 得 估 值 


名 十 工 M |z—%o 四 
frri(2) (2—%0)" |< p"(p— |z—20|) 


我 们 得 出 结论 ， 余 项 在 任 一 圆 盘 |> 一 s| 委 "<p 中 一 致 地 趋 于 零 . 

另 一 方面 , 可 取 p 任意 地 接近 于 至 台 的 边界 的 最 短 距 离 ， 这 样 

就 证 明了 下 述 定理 : 四 
定理 3 设 f(z) 在 域内 解析 ， 久 为 内 一 点 , 则 在 Q 中 以 


Fo 二 大 (so) + 二) 十 


由 此 可 知 ，Taylor 级 数 的 收敛 半径 至 少 应 等 于 点 和 至 Q 边 
界 的 最 小 距离 . 收敛 半径 可 大 于 这 个 数 , 但 此 时 就 不 能 保证 级 数 
在 所 有 既 属 于 域 0 又 属于 收敛 圆 的 点 上 仍 代表 函数 . 矿 2)， 

我 们 回忆 展开 式 


€. :1 有 ‘+7 Tt 


可 用 来 作为 它们 所 代表 的 函数 的 定义 。 当然 , 象 我 们 早已 指出 的 ， 
每 一 个 收 义 寡 级 数 是 它 自身 的 Taylor 级 数 . 前 面 我 们 已 给 出 了 
宕 级 数 可 以 逐 项 微分 的 一 个 直接 证 明 ， 这 也 是 Weierstrass 定理 
的 一 个 直接 推论 . | 

如 需 将 > 的 非 整数 寡 或 log z 用 宕 级 数 来 表示 , 则 首先 应 选择 
一 定义 妥 贴 的 分 支 , 而 后 选 定 一 个 中 心 ww 关 0. 同样 , 如 需 将 函数 
(+2)* 或 log(1+z) 在 原点 附近 展开 ，， 则 应 选择 在 原点 上 分 别 等 
于 1 或 0 的 那 一 分 支 。 因 为 这 一 分 支 在 |z| 过 1 内 是 单 值 而 且 解 
析 的 , 故 知 收敛 半 和 名 至 少 等 于 1， 计算 系数 就 很 简单 ,结果 有 


(1+gz)*=1 二 Wz 十 | 2tt (tt, 
\2 n | 


3 Zt gg 
< >” 十 
2 3 4 


上 式 中 的 二 项 式 系数 规定 为 
(= (U 一 下. (一 多 十 十) 


2 
log (i+z) 一 一 过- 十 


fo 1.2.. NN / 

”如 果 对 数 级 数 的 收敛 半 多 大 于 1, 则 log(1+z) 将 在 |z| < 时 

有 界 ， 但 这 情形 并 不 存在 ， 故 知 收敛 半径 恰 等 于 革 ， 同样 ,如 二 项 

式 级 数 可 在 半径 >1 的 圆 内 收敛 , 则 函数 (1 十 z)* 及 其 所 有 导数 将 

在 |z| 过 1 内 有 界 。 除非 几 是 一 正 整 数 ， 否 则 导数 之 一 将 为 1 十 z 

的 负数 次 乘 寡 , 因此 无 界 ， 由 此 可 知 收敛 半径 也 恰 等 于 1 但 在 二 
项 式 级 数 简化 为 一 多 项 式 的 情形 为 例外 。 

函数 arc tanz 及 arc sinz 的 级 数 展开 可 从 导出 级 数 来 求 。 从 


展开 式 
一 1 一 必 十 必 一 必 十 


1 
1 十 必 
经 积分 后 司 得 
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Tt 


arc tan 2 一 2 一气 + 
其 中 , 所 选择 的 分 支 唯 一 地 由 


arc tan ?= | de 
0 1+2 


所 确定 , 积分 是 沿 单位 圆 内 的 任 一 路 线 进行 的 . 根据 一 致 收敛 性 ， 
或 者 应 用 定理 2 即 可 验证 上 式 . 上 上 述 级 数 的 收敛 半径 不 能 大 于 号 
”出 级 数 的 收敛 半径 , 因此 怡 等 于 1. 

如 Mi 一 2 为 具有 正 实 部 的 分 支 , 则 对 于 |z| 1， 有 


1 1 318 13:5 6... 
J la to to 1 


经 积分 后 可 得 


arc sin z 一 * 十 可 邱 二 二 和 林 
这 一 级 数 表 示 arc sin * 的 主 支 ， 其实 部 介 于 一 x/2 及 /2 之 间 . 

对 于 初等 函数 的 组 合 ， 在 大 多 数 情 形 下 不 可 能 找到 求 系数 的 
一 般 规律 . 不 过 , 为 了 求 得 前 面 几 个 系数 ,我 们 并 不 需要 算出 逐 阶 
导数 。 有 几 种 较为 简单 的 方法 ， 可 用 以 算出 我 们 所 需要 的 全 部 系 
数 . 

为 了 方便 起 见 ,我 们 用 记号 E9] 表示 任 一 解析 函数 ， 它 在 原点 
处 具有 一 个 阶 数 至 少 为 % 的 零点 ; 或 者 说 ，[ 四 代表 一 个 "包含 因 
子 六 的 函数 . 应 用 这 一 记 法 , 可 将 任 一 在 原点 处 解析 的 函数 写成 
如 下 形式 : 
fz) 一 Go 十 Cd42 十 十 mn284 十 [2931L] ， 

式 中 的 系数 都 是 唯一 地 确定 的 , 而 且 等 于 f(z) 的 Taylor 系数 . 这 

样 , 为 了 求 得 Taylor 展开 中 前 % 个 系数 , 我 们 只 要 确定 一 个 多 项 
式 P,(z)， 使 得 f(z) 一 Plz) 在 原点 处 具有 一 个 阶 数 至 少 为 n 十 1 
的 零 氮 就 馈 了 .， 疡 (2) 的 次 数 不 关 紧要 ; 可 以 肯定 , 在 任何 情况 下 ， 
2"，m<n 的 系数 训 是 fz) 的 Taylor 系数 ， 

举例 来 说 , 设 

f(D) 二 go 十 gg 十 go 十、 .十 Cr22 十 。。 


se 3S0， 


9 (2) = 二 bo 十 Dz 十 Da 十 十 Dag 十 is， 
为 了 简单 起 见 ， 应 用 诅 法 f(z) Ps(z) 十 [2"*，g(2) 一 Q(z) 
二 [2]。， 显然 , 有 (2)g9(2) 一 Pa(z)Qn(z) TEL ， 在 PoQs 中 ,次 
数 <<n 的 项 的 系数 就 是 积 f(z)g(z) 的 Taylor 系数 。 故 得 
f 2)10(2) 一 Cobo 十 (aobi 十 Cibo)g 十 … 
十 (op 十 Cap 1 十 十 Capo) 姑 十 

在 导出 这 一 展开 式 的 时 候 , 我 们 没有 提 到 收 人 急性 的 问题 ,但 是 因为 
这 一 展开 式 写 了 f(z)g9(z) 的 Taylor 展开 式 完全 一 样 , 故 根据 定理 3 
可 知 , 其 收敛 半径 至 少 应 等 于 所 给 级 数 f(z) 及 g(z) 的 收敛 半径 中 
的 较 小 的 一 个 数 ， 在 Pi8。 的 实际 计算 中 , 当然 不 需要 去 确定 次 数 
高 于 ?9 的 项 . 

对 于 商 f(z)/g(z)， 只 要 900) =po 基 0， 其 展开 式 即 可 用 辐 样 
的 方法 求 得 ， 作 普通 的 除法 ,一 直 除 到 余数 中 包含 有 因子 2*'*， 此 
时 即 可 确定 一 多 项 式 RB， 它 满足 关系 P 一 ,Rs 十 [z*”” ]。 于 是 
ff 一 BB9== [z+ ， 而 因 g(0) 才 0， 故 得 f/g 一 忆 十 [2*“] BB, 的 系 
数 就 是 f(z)/g(z) 的 Taylor 系数 .这 种 系数 可 写成 行列 式 , 但 因 
过 于 复杂 , 在 实用 上 并 不 相宜 ， / 

求 复合 函数 (9(z)) 的 展开 式 也 是 一 个 重要 的 问题 . 此 时 ， 如 
将 g(z) 在 zo 附近 展开 , 则 了 (w) 的 展开 式 应 是 ww 一 g (xo) 的 具 级 数 ， 
为 了 简化 起 见 , 设 ww 一 0, g9(0) =0， 于 是 可 令 
fwW)=a0+av+t 二 A 二, 
且 g(2) =82 十 bs2 十 … 十 Dos 十 …。 仍 用 上 面 的 记 法 ， 令 f(w) = 
Ps(w) + [wT], 9(¢) = Qn2) + [2 ,Qa(0)=0., 在 代入 w=g(%) 
时 ,应 注意 到 : 
z P,Qat 2°11) = PP, (Qn (2)) + [2"*], 

有 目 形 如 [ew”! 二 的 任 一 表达 式 变 为 一 个 12" 了， 这 样 , 就 得 到 
f(g9(z)) = Pr (Qn(z)) + [2 ]， 

f(g(z)) 的 Taylor 系数 请 是 多 可 了 PC2)) 的 次 数 <n 的 项 的 
系数 . 

最 后 , 我 们 来 讨论 解析 函数 w=g(z) 的 反 函 数 的 展开 问题 . 此 


。 81。 


处 不 妨 设 9(0) = 0, 并 须 求 得 反 函 数 :一 g-1(w) 的 一 个 分 支 , 它 在 
原点 邻 域 中 解析 阐 当 w=0 时 等 于 零 . 民国 数 存 在 的 充 权 条 件 是 
9 (0) 关 0 因此 设 
g(2) =a12+ Qo + =, 2) 十 上 xz] ， 
其 中 oi0。 现在 的 问题 就 是 要 确定 一 个 多 项 式 PA(w)， 使 得 
P,Q (2)) =z 十 1 。 事实 上 , 由 于 Qi 大 0, 故 [ 国 及 [是 
可 以 互 换 的 ,而 从 z==P,(Qn(2)) 十 [2 ] 可 得 z= 了,(g(z) 十 [2* ) 
十 [2 了 == 忆 (w) 十 [ww ]， 因此，Ps(w) 可 确定 9g (ww) 的 系数 
为 了 证 明 多 项 式 P, 的 存在 ， 可 用 归纳 法 ， 显然 ， 我 们 可 取 
Pi(w) 一 [ai 如 了 Pz 为 已 给 定 , 则 令 P, 一 Pn-1 十 bww", 于 是 
PCQ 2) ) 一 天 CQC2) ) 十 Da 十 [| 
= Pn_1(Qn1(2) + an2") 十 Da 十 [2 
= P11C2)) + Pn-1(Qn_1(2))ane” 
+ bnaT2" 十 [22 ] 
在 最 后 一 式 中 ， 前 两 项 组 成 一 个 多 项 式 ， 它 的 形式 为 < 十 enwz" 十 
[Lo ,因此 只 要 令 ,二 一 cn67” 即 可 . 
在 实用 上 , 有 反 函 数 的 展开 式 可 用 逐次 代入 法 来 求 . 为 了 说 明 
这 一 方法 ,我们 试 从 级 数 
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WwW=ar6 tan z= 二 + — ee* 
3. 5 


来 确定 tan w 的 展开 式 ， 如 果 我 们 要 求 展开 式 包含 2 的 5 次 寡 ， 


用 令 3 25 7 
2 一 人 2 二 可 一 百 十 [2 ] ， 


将 这 一 式 代入 右边 的 项 内 , 除了 适当 的 余 项 外 , 有 


zs 一 2 十 于 人 ( ww 十 每 二 [w]) 一 寺 (w+ |] 十 [wd 


一 1 3 1 a.3_ 1 5 7 
2 十 可 也 十 可 2 Fw 十 [0 
as 二 3 "3 1 7 

om 1 3 2 5 1 
wt w+ w+ [wl]. 
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由 此 可 得 tan w 展开 式 的 前 几 项 为 


工人 ee 
tan 一 人 十 可 多 十 广 史 十 。 


下 题 


1. 将 1/(1+s?) 展 为 -a 的 守 级 数 , 其 中 a 为 一 实数 . 求 系数 的 通 式 ， 
如 a=1, 试 化 为 最 简 形 式 . 
2.Legendre 多 项 式 定 义 为 下 述 展 开 式 中 的 系数 Pa),， 即 
(1 204 +42) -=1 二 Pi(a)s 二 Pa(a)s2 十 …。 
试 求 P1,， Pe, Ps 与 Py, 
3， 试 将 log (sin 8/2 展 为 4 的 寡 级 数 , 写 到 项 2 . 
4. 在 tans 的 Taylor 展开 式 中 , 试 求 # 的 系数 ， 
5，Fibonacci 数 定义 为 co 一 0，ci 一 工 ， cn =een_T 二 cn-3， 求 证 Cr 是 一 有 理 
函数 的 Taylor 系数 ,并 确定 cn 的 表达 式 ， : 
1.83 Laurent 级 数 
级 数 . : 
bo+ 012 1 十 baz 十 十 Dav" 十 (1) 
可 得 作 是 变数 1/z 的 一 个 普通 短 级 数 ， 因 此， 这 一 级 数 应 在 某 一 
加 |z| =B 的 外 部 收敛 ，B=coo 的 情形 当然 为 例外 ; 在 每 一 个 域 
“12| 之 p>B 中 级 数 的 收敛 是 一 致 的 , 因此, 这 一 级 数 就 表示 一 个 在 
域 |*| > 尽 内 的 解析 函数 .。 如 级 数 岂 ) 与 一 个 普通 的 究 级 数组 合 ， 
则 得 更 一 般 的 级 数 如 下 : 
Sa 1 
这 一 级 数 仅 当 非 负数 次 乘 宪 部 分 以 及 负数 次 乘 宕 部 分 分 别 收敛 时 
收敛 ， 由 于 非 负 数 次 乘 守 部 分 在 圆 盘 |z| 二 加 内 收敛 , 而 负数 次 
乘 寡 部 分 在 域 jz| > 已: 中 收敛 , 故 知 只 有 在 应 <6a 时 才能 有 一 共 
同 的 收敛 域 , 此 时 (2) 表示 环 域 肪 过 |s| 过 Bs 内 的 一 个 解析 函数 . 
反之 ,我 们 可 从 一 个 解析 函数 f(z) 来 考虑 ， 它 的 定义 域 包含 
一 个 环 域 及 过 |z| <h, 或 更 一 般 地 包含 环 域 太一 |z 一 a| 二 By. 我 
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们 将 证 明 , 这 样 一 个 函数 常 可 以 展 为 一 个 一 般 的 宕 级 数 ,其 形 为 
f= HD Asa)" 


证 明 很 简单 .我们 所 要 证 明 的 是 , f(z) 可 写成 及 (z) 十 f2(z) 的 
形式 ,此 处 户 (2 在 | 一 | 天 局 内 解析 ,而 f(z) 则 对 |z 一 4| 祖 解 
析 , 在 ce 处 有 一 可 去 奇 点 。 在 这 种 情况 下 , f1(%) 就 可 以 展 为 2 一 a 
的 非 负 数 次 寡 级 数 ,而 户 (2) 则 可 展 为 1/ (zs 一 @) 的 非 负数 次 宕 级 
数 ， z 

为 了 确定 表示 式 jz) =f1i(2) 十 fa(z)， 对 于 |z 一 &| 过 7<Bs， 
以 下 式 定义 f(z), 即 

f1(2) = 57| LACSLAA 


di-a=r LC—2 7 

而 对 于 记 <7? 过 |z 一 ga|, 则 以 下 式 定义 f2(2)， 即 

fals)=—— pr 7 
在 两 个 积分 式 中 ,7 的 值 是 无 关 紧要 的 ,只 要 不 等 式 能 满足 即 可 , 因 
为 根据 Cauchy 定理 , 当 圆 不 通过 点 z 时 ,积分 的 值 并 不 随 7 变化 . 
因此 ， 记 (2) 及 f(z) 分 别 唯一 地 确定 在 |z 一 | 达 Bs 及 |z 一 oj > 已 
之 中 , 且 各 表 这 些 域 中 的 解析 函数 .此 外 ,根据 Cauchy 积分 定理 
有 f(2)=f1(2) 十 ov2). 


f1(%) 的 Jaylor 展开 式 为 
| fl%) 一 DAs(s—a)", 
(Da 
4- -| tr. (3) 


/ 为 了 求 得 (2) 的 展开 式 ， 作 变换 L=s+1/56 ,2 一 4 十 1/z ,这 一 变 
换 把 一 ol 一 7 变 成 16 = 一 1 具有 负 的 取向 , 经 简单 的 运算 后 
可 得 


各 一 


i 
1 | fetr)a 1 [ 
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这 一 公式 表明 


fC de. 


f= HA-a)", 


其 中 所 有 的 系数 4， 都 由 (3) 确定 ,注意 ,只 要 R17 过 Rs, (3) 中 的 
积分 与 了 无关. 

如 果 妨 =0, 则 点 & 是 一 个 孤立 奇 点 ,而 4.1= Bi 是 a 处 的 贸 
数 ， 因 为 f(z) 一 4-1(z 一 a) 卫 是 0 之 |z 一 | 过 RB 中 的 一 个 单 值 函 
数 的 导数 . | 


习 


1]. 求证 Laurent 展开 式 是 唯一 的 。 

2. 设 为 一 双 连 通 域 , 它 的 余 集 由 分 集 Wi、 组 成 ， 求 证 域 8 内 的 每 
一 解析 函数 f(#) 可 写成 及 (#8) 十 faCz), 此 处 ,有 (2) 在 召 的 外 部 解析 ; fo(2) 在 
Es 的 外 部 解析 . (精确 的 证 明 需 要 一 个 象 第 和 4 章 4.5 节 中 那样 的 结构 . ) 


3。 表达 式 {f, 2) = 3(F) 


称 为 了 的 Sehwarz 导数 .车 了 具 有 一 个 重 等 点 或 极点 , 求 他 , 导 的 Laurent 
展开 式 的 站 项 ， 

答 : 如 果 f(4)=als 一 80)" 十 …, 则 {f， 0} 一 二 (1 一 m)Xs— 0) + 

4. RE 在 原点 处 的 Laurent 展开 式 为 

二 -Dm 

此 处 已. 称 为 Bernoull 数 , 都 是 正 的 ， 求 Bo B,、 Bs, (由 2.1 市 习题 5, DB: 
都 是 正 的 . ) 

5. 试 以 Bernouli 数 表示 tang 的 Taylor 级 数 展开 式 及 cot # 化] Laurent 
展开 式 ， 


2 部 分 分 式 与 因子 分 解 


一 个 有 理 函 数 有 两 种 标准 表示 , 其 一 是 部 分 分 式 表示 , 另 一 是 
* J85 。 


分 子 分 母 的 因子 分 解 表示 .本 节 专 门 讨 论 任 意 半 纯 函 数 的 类 似 表 
示 式 ， 


2.1 部 分 分 式 


”如果 函 数 .Fo) 是 域 2 内 的 一 个 半 纯 函数 ， 则 对 应 于 每 一 个 极 
点 5,, 有 了 f(z) 的 一 个 奇 部 ， 由 Laurent 级 数 中 包含 x 一 5b, 的 负数 
次 乘 宕 的 部 分 组 成 ; 它 是 一 个 多 项 式 , 记 之 为 P,(1/ 人 x 一 妈 )). 我 
们 应 当 减 去 所 有 的 奇 部 ,借以 求 得 如 下 的 表示 ， 


fo -已 已 (二 太 )+9g(G)， (4) 


”其 中 gz) 应 在 2 内 解析 ， 不 过 , 右 侧 的 和 一 般 是 无 穷 的 ,而 且 不 
”能 保证 级 数 一 定 收敛 ， 虽 然 如 此 , 在 很 多 情形 仍 有 级 数 收 化 ,而 且 
常 可 以 从 一 般 考 察 中 来 确定 9(s) 的 显 式 ， 在 这 种 情形 下 , 结果 是 
非常 有 意义 的 ; 我 们 可 以 得 到 一 个 十 分 有 用 的 简单 展开 式 . 

如 果 ( 约 中 的 级 数 并 不 收敛 , 则 所 用 的 方法 应 加 修正 . 很 明显 ， 
如 果 从 每 一 奇 部 P, 中 减 去 一 个 解析 函数 p,(z)， 将 不 致 引起 本 质 
的 变化 ， 而 适当 选择 函数 p, 就 可 使 级 数 屋 (P, 一 pw) 收敛， 我 们 


甚至 可 把 pp,(z) 取 为 多 项 式 . 

我 们 不 准备 用 这 一 意义 证 明 最 一 般 的 定理 . 但 在 从 是 整个 平 
面 的 情形 , 我 们 将 证 明 ; 每 一 个 半 纯 函数 具有 一 个 部 分 分 式 的 展开 
式 , 而 且 奇 部 可 以 任意 构 作 。 这 一 定 哩 及 其 在 任意 域 上 的 推广 是 
由 Mittag-Le 人 er 提出 的 ， 

定理 和 设 人 0,} 为 一 个 复数 序列 , 且 lim ,一 oo, 并 设 己 () 


再 


和 
名 杀生 


和 


0 A P， 人 ! > ne po @ 


| 


析 函 数 . 
se 18586. 


我 们 可 以 假设 没有 一 个 5, 等 于 零 ， 由 于 函数 P,(1/(z 一 加 )) 
对 于 |z| 过 15,| 解析 , 故 可 在 原点 附近 展 为 Taylor 级 数 . 取 这 一 
级 数 的 部 分 和 , 例如 截止 到 mw 次 的 项 为 止 的 部 分 和 , 作为 pv(2)， 
差 P, 一 p, 可 用 第 4 章 3.1 节 中 的 余 项 的 显 式 来 估计 如 果 对 于 
2z|<<15,1/2，| 忆 | 的 极 大 什 记 为 M,， 则 对 所 有 的 |z| 志 16,:/4 
就 有 / 


(nm 


从 这 一 估 值 显然 可 见 ， 只 要 取 rw 充分 大 ， 就 可 使 (5) 式 右 侧 的 级 

数 在 整个 平面 中 除了 极点 之 外 绝对 收敛 ， 例如 ， 若 取 mm 使 2" 之 

M,2*, 则 估 值 (6) 表 明 , 对 于 充分 大 的 v, 级 数 的 通 项 受 控 于 2， 

此 外 , 这 估 值 在 任 一 闭 圆 盘 |z| < 五 中 一 致 成 立 ,因而 只 要 上 略 

去 |5,| < 号 的 项 , 余下 的 级 数 在 该 圆 盘 中 的 收敛 实际 上 是 一 致 的 . 

根据 Weierstrass 定理 , 余下 的 级 数 表示 |z| < 玉 中 的 一 个 解析 函 

数 ， 由 是 可 知 , 整个 级 数 在 全 平面 上 是 亚 纯 的 ， 其 奇 部 为 PCL/ (2 

一 5,))， 至 于 定理 的 其 余部 分 就 不 证 自明 了 . | 

我 们 来 考察 函数 w*/sin’ rs 作为 第 一 个 例子 ， 这 一 函数 在 

点 x 一 n(n 为 整数 ) 具有 二 阶 极点 ， 原 点 处 的 奇 部 为 1/ 台 ， 又 因 
gin? wz 一 %) 一 sin2mxs， 故 知 一 nn 处 的 奇 部 为 1/ 一 ?， 级 数 

NG 1 
ER (7) 
对 于 zn 收 化 ， 这 可 与 熟知 的 级 数 忆 1/m 比较 后 看 出 ， 在 任 一 


紧 致 集 上 ， 只 要 赂 去 在 这 一 集 上 变 为 无 穷 大 的 项 就 可 使 级 数 一 至 
收敛 ， 因 此 有 


0 
此 处 ，7(z) 在 整个 平面 中 解析 . 我们 将 断言 yz) 恒 等 于 零 

为 了 证 明 这 一 点 ， 注 意 zw?/sin?wz 及 级 数 (7) 都 是 周期 函数 ， 
它们 的 周期 都 是 1。 因 此 函数 9(z) 具 有 同一 周期 , 对 于 z=% 十 gy， 


有 (第 2 前 3.2 市 ,习题 4 


,1937， 


I i mi 


jsin zz | 2 一 cosh3 my — cog? we, 
因此 ， 当 19 一 co 时 ，m]sinz mz 一 致 地 趋 于 0。 容易 看 出 ， 函 数 
(7) 也 具有 同一 性 质 ， 事 实 上 ,对 于 |y| 之 1, 收敛 是 一 致 的 ， 因 此 
当 |g| 一 ce 时 的 极限 可 逐 项 来 求 ， 于 是 得 知 : 当 |y|->oo 时 g(x) 一 
致 地 趋 于 0， 这 就 足以 断定 |9(2) | 在 一 周期 带 域 0<z<1 上 有 界 ， 
而 根据 周期 性 , |y(2)| 将 在 整个 平面 中 有 界 . 由 Liouville 定理 可 
知 ，9(2) 应 为 一 常数 ,又 因 其 极限 为 0, 故 这 一 常数 必 等 于 0. 这 
样 ,就 证 明了 下 面 的 恒等式 ， | 

3 ”~ 1 | 

m2 nr (9 
”将 这 一 等 式 积分 后 可 得 一 个 有 关 的 恒等式 ， 左 侧 部 分 是 
一 wcotb wz 的 导数 ， 右 侧 的 项 则 都 是 一 4/(z 一 m2) 的 导数 通 项 为 
1/ 《x 一 %) 的 级 数 是 发 散 的 ,必须 从 n 丰 0 的 所 有 项 中 减 去 Taylor 级 
数 的 一 个 部 分 和 ， 在 有 些 情况 下 减 去 常数 项 就 够 了 ,因为 级 数 

习 人 1 t+ 二)= p3 2 


2 一 名 久 1 1(2% 一 多) 
可 与 忆 1/mm 比较 ,因此 它 是 收敛 的 .在 每 一 个 紧 致 集 上 , 只 要 我 


们 略 去 那些 变 成 无 穷 大 的 项 , 收敛 还 是 一 致 的 。 由 此 可 知 逐 项 微 
分 是 许可 的 ， 因此 得 到 


zcotmz 一 二 十 习 ( -一 二 二 一 二 + 二 )， (10) 


其 中 还 应 有 一 个 附加 的 常数 , 如 将 对 应 于 nn 及 一 % 的 项 集 并 起 来 
则 (10) 式 可 写成 如 下 的 等 价 形式 
1 1 


— n° 


Ht 
mcotmz 一 lm 之， 


Ho0 NN 二 二 NW， 多 一 各 之 二 1] 2 


从 这 一 形式 显然 可 见 等 式 两 边 都 是 * 的 奇 函 数 , 因此 ,积分 常数 应 
等 于 零 ， 这 就 证 明了 (10) 及 (11) 正 确 . 
现在 让 我 们 把 步 可 全 过 六 进行 并 来 类 们 的 和 
lim Dt 


这 一 式 显然 表示 一个 半 纯 坝 数 . 将 奇偶 的 项 办 开 得 到 
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\11) 


\12) 


i 


21 十 (一 1 下 ] x 1 


__ 
一 (2 上 1 名 一 1 之 ， 2 一 21 n=—b—1 > 一 了 一 21“ 
与 (11) 式 比较 , 可 知 极限 为 
A Tz Tm mT (ZC—1) Tt 
TH TT 
于 是 得 证 ， 
min" (18) 


习 是 


1， 试 比较 cot ms 的 Laurent 展开 及 其 部 分 分 式 展开 中 的 系数 ， 求 下 列 
各 级 数 的 值 . z 
=- 1 
守 击 ! 这 训 ! 字 信 : 
对 于 所 需 的 步骤 , 试 给 以 严格 的 推 证 ， 
3. 试 将 ey 
表 成 团 合 形式 . 
3. 用 (13) 求 Lf/eos ora 的 部 分 分 式 展 开 , 并 证 明 由 是 可 得 
1_ lil li... 
-1 3 5 Te 
和 来电 pnjrrer 的 入 
5. 用 习题 1 的 方法 证 明 


or1_ Br a 
rc 


(Bx 的 定义 见 1.3 -习题 4.) 


2.2 无 穷 乘 积 
无 穷 多 个 复数 的 柔 积 
D1 Pa = I Dn (14) 


可 以 用 求 部 分 乘积 pp 如 果 这 一 极限 存 
在 且 不 等 于 零 , 则 称 这 无 穷 乘 积 收敛 于 值 一 Jim PA 我 们 约定 了 


9 了 80 。 


不 取 值 零 , 这 有 几 点 理由 : 首先 , 如 果 容 许 P=0, 则 任何 无 穷 乘 积 
只 要 其 中 有 一 个 因子 等 于 零 就 将 是 收 全 的 ， 而 这 种 收敛 实际 与 乘 
数 的 整个 序列 无 关 . 其 次 , 在 某 些 方面 这 一 约定 是 非常 自然 的 , 事 
实 上 ,我 们 需要 将 一 个 函数 表 成 一 无 穷 乘 积 , 这 不 仅 应 当 在 一般 情 
形 下 可 能 , 而且, 即使 函数 具有 零点 时 也 应 当 可 以 这 样 做 .根据 这 
一 理由 , 我 们 作 如 下 的 约定 ; 无 穷 乘积 (14) 称 为 是 收敛 的 , 当 且 仅 
当 其 因子 中 至 多 只 有 有 穷 个 等 于 零 ， 而 且 其 不 等 于 零 的 因子 所 组 
成 的 部 分 乘积 趋 于 一 有 穷 的 非 零 极限 . 

在 一 个 收敛 的 乘积 中 , 一 般 因子 mr 必 趋 于 翌 这 可 将 ps 写成 
Dr 一 了 Vi 而 看 出 , 这 捍 应 将 零 因 子 略 去 .根据 这 一 事实 ,我 们 
将 所 有 的 无 穷 乘 积 写 成 下 列 形式 : 


TI (+an), (15) 
二 1 


因此 , 4->0 就 是 乘积 收敛 的 必要 条 件 、 
如果 没有 因子 等 于 零 , 则 自然 可 以 将 乘积 (15) 与 无 穷 级 数 


> log (1+@,) (16) 


相 比 较 。 由 于 cn 都 是 复数 ,对 数 应 规定 在 一 定 的 分 支 上 ,我们 次 
定 在 每 一 项 中 选 主 支 ， 将 (16) 式 的 部 分 和 记 为 So。 即 P=e”， 
又 如 5->S, 则 书 , 趋 于 一 不 为 0 的 极限 已 =es、 换 言 之 , (16) 式 的 
收敛 是 (15) 式 收敛 的 一 个 充分 条 件 . 

为 了 证 明 这 一 条 件 也 是 必要 的 , 设 P,->P0，-- 般 说 来 , 由 
主 值 形成 的 级 数 (16) 并 不 收 伍 于 log 了 的 主 值 ， 而 我 们 所 要 证 明 
的 是 它 收 敛 于 log 了 的 某 一 值 ， 为 更 清楚 起 抑 ， 我 们 暂时 有 来 用 把 
对 数 的 主 值 记 为 Log, 它 的 虚 部 记 为 Arg 的 记 法 . 

由 于 Pn/P—>1, 最 见 当 %->o0 时 , Log(P,/P)->0， 因 此 存在 
一 个 整数 h。, 使 得 Log( 了 DP/ PP) 一 A 一 Log 了 十 如 "2x26。， 过 洲 到 差 ， 
我 们 求 得 (hi 一 hh )272==Log(Psi/ P)~— Log (Ps,!P) 一 Log 十 
ay)， 因 此 (hawi 一 ha)25 一 Arg(Psri/P)—Arg(P,/P)— Arg (i+ 
a,)。 根据 定义 ，|Arg(i1+oes)| 志 zx， 我 们 知道 Arg(Psiy/ 人) 一 
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Arg(P,/P) 一 0， 对 于 大 的 ”%， 这 与 前 面 的 方程 相 了 矛盾， 除非 hy1 
一 hm， 因此, ha 最 后 必 等 于 某 一 固定 的 整数 户 由 此 从 Log( 了 /了 ) 
一 ,一 Log 十 hh.2m2 得 一 Log PP 一 h.2mi、 这 就 证 明了 下 面 的 
定理 

定理 5 无 穷 乘 积 TT(L 十 wm), 其 中 1 十 as0, 与 级 数 忆 log(1 

这 样 , 无 穷 乘积 收敛 的 问题 就 可 转化 为 级 数 收 敛 的 问题 。 如 
果 注 意 到 级 数 (16) 在 较 简 单 级 数 之 |a| 收 化 时 为 绝对 收敛 ， 则 还 
可 以 得 到 进一步 的 简化 ， 这 一 论断 可 从 下 列 事实 直接 推出 ， 

Jjim log(I+: 021+e) -1 


事实 上 , 如 果 级 数 (16) 或 | 收敛 ， 则 ww->0， 而 对 于 一 个 给 
的 。>0, 以 及 所 有 充分 大 的 n, 有 下 面 的 不 等 式 成 立 : 
(1—e)lan] < llog(l+ on) |< (1+e) lanl. 
由 此 立即 可 知 级 数 (16) 及 习 | co| 实际 上 同时 绝对 收敛 . 
一 个 无 穷 乘积 称 为 是 绝对 收敛 的 ， 当 且 仅 当 对 应 的 级 数 (16) 
绝对 收敛 于 是 得 如 下 定理 ， 


定理 6 乘积 让 (1+ wm) 绝对 收敛 的 必 训 和 充分 条 件 是 级 数 
> len 收 伍 . 


在 上 一 定理 中 , 我 们 强调 的 是 绝对 收敛 . 用 -- 些 简单 的 例子 
可 以 说 明 : > an 的 收 伊 既 不 是 乘积 IIG + 4) 收敛 的 必要 条 件 ， 也 


不 是 充分 条 件 ， 

以 一 个 变数 的 函数 为 因子 组 成 的 无 穷 乘 积 ， 其 一 致 收敛 的 意 
义 很 容易 理解 .因子 中 出 现 有 等 于 零 的 函数 时 将 引起 一 些 困难 ， 
但 如 果 我 们 只 考虑 至 多 只 有 有 穷 个 因子 等 于 零 的 那些 集合 ， 就 可 
以 克服 这 种 困难 . 将 这 些 等 于 零 的 因子 略 去 , 我 们 就 完全 可 以 研 
究 余 下 乘积 的 一 致 收敛 性 ， 对 于 函数 因子 的 无 穷 乘 积 的 一 致 收敛 
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性 , 定理 5 及 6 显然 可 以 照搬 过 来 .从 两 定理 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 
所 有 的 估 值 都 可 使 之 合乎 一 致 性 的 要 求 ， 从 而 得 出 一 致 收敛 的 结 
论 , 至 少 在 紧 致 集 上 如 此 。 


1. 求证 IH (1- 去 )- 汪 
2. 求证 ,对 于 |#| < 二 有 
(1+8)(1+82) (1 +e) (1 + )... = 一 一. 


3. 求证 (+ )e 
在 每 一 紧 致 集 上 绝对 而 且 一 致 收敛 
4. 求证 一 个 绝对 收敛 的 乘积 ,其 值 在 因子 重 行 排列 后 并 不 改变 ， 
5. 求证 函数 
9(8) =II1 + inte) (CT 二 Nerrter) 


在 整个 平面 中 解析 , 并 满足 函数 方程 | 
0(s +210ogh) -hile 0(2), 
此 处 | 天 <<1, : 


%.83 典型 乘积 


在 整个 平面 中 解析 的 函数 称 为 整 函数 . 不 为 多 项 式 的 最 简单 
的 整 函数 如 ee，sin z，cosz 等 . 

如 果 9(z) 为 一 整 函数 ， 则 f(z) =eee 也 必 为 整 函数 ， Hz#0. 
反之 ,如 f(z) 为 任 一 不 等 于 零 的 整 函 数 , 则 可 以 证 明 , f(z) 必 具 有 
形式 中 ， 要 证 明 这 一 点 ,首先 注意 到 函数 (2) /f(z) 在 整个 平面 
上 解析 , 它 是 一 个 整 函 数 y(z) 的 导数 . 从 这 一 事实 经 过 计算 就 可 
以 推 知 f(z)e-? 中 的 导数 为 零 ， 故 f(z) 必 是 。 ez@ 的 常数 倍数 ， 这 一 - 
常数 可 以 并 在 9(2) 之 内 . 

”应 用 这 一 方法 我 们 还 可 以 求 得 具有 有 穷 个 零点 的 最 一 般 整 函 
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数 . 设 函数 f(z) 在 原点 处 具有 r 个 零点 (Um 可 以 为 零 ), 这 ' 一 函数 
的 其 他 零点 记 为 41， Qa,，…， Gx， 重 零点 重复 计数 .于 是 显然 有 


f (2) -woo 二 ). 


如 果 零 点 有 无 穷 多 个 ， 我 们 可 以 试用 无 穷 乘积 来 求 得 一 个 类 
似 的 表示 ， 这 一 推广 显然 是 


f (4) =e TI(1 一 二 ). (17) 


Wn 


这 一 表示 当 无 穷 乘积 在 每 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 时 有 效 ， 事 实 上 ， 
如 条 这 一 无 穷 乘 积 在 每 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 ， 则 它 将 表示 一 个 整 
半数 , 它 的 零点 和 f(z) 的 零点 相 重 (原点 除外 ), 而 且 零 点 的 重 数 也 

相同 ， 由 此 可 知 , 商 可 以 写成 ?reg 


(17) 式 中 的 乘积 当 且 仅 当 忆 1/1es| 收敛 时 绝对 收敛 ,而 且 此 
时 它 在 每 一 个 闭 圆 盘 |z*| 和 尽 中 的 收敛 还 是 一 致 的 . 只 有 在 这 种 特 
殊 情况 下 ,我 们 才能 有 (17) 式 的 那 种 表示 ， 
”至 于 在 一 般 的 情形 , 那 就 必须 应 用 收敛 化 因子 (convergence- 
”produoing factor)， 考察 复数 wz#0 的 -个 任意 上 序列 ， 此 处 
lim 2 一 cc， 我 们 来 证 明 , 有 这 样 的 多 项 式 p,(z) 在 在 , 使 得 
II(I- 二 - je (18) 


1 


收敛 于 一 个 整 函 数 ， 这 .一 无 穷 乘积 和 一 个 级 数 一 同 收 俩 ,这 个 级 
数 的 通 项 为 
产 (的 一 lg 人 一 三) 人)， 
式 中 ,对 数 的 分 支 应 取得 能 够 使 rm(2) 的 虚 部 介 于 一 x 及 x (包括 
ww 在 内 ) 之 间 ， 
| 对 于 一 个 给 定 的 五 ， 我 们 只 考察 |os| > 驴 的 项 ， 在 贺 盘 |z| 
才情 上 ,log(1 一 z/@) 的 主 支 可 展 为 Taylor 级 数 . 


(1_ 2\_ .2_1/z ) -本 (二 ) -… 
log (1 过) a (二 3 \a ， 


改变 符号 ,并且 取 . ma(2) 为 部 分 和 
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n= 二 +) 
于 是 rn(%) 和 


pag) = (二 | -— (2) - . 
" mn 二 Mn 2 \ On 


并 可 容易 地 求 得 如 下 的 估 值 . 


+1 (到)” (1 一 ) (19) 
现在 设 级 数 
Baim) 


收敛 ,根据 估 值 (19) 可 知 , ra《z)->0, 因此 只 要 nn 足够 大 , 7,(2) 的 
虚 部 就 应 介 于 一 zw 及 之 闻 ， 而 且 ， 从 比较 中 可 以 看 出 级 数 
Zra《z) 在 1z| 志 BR 上 绝对 且 一 致 收敛 ,因此 乘积 (18) 就 表示 一 个 在 
[|z| 达 内 解析 的 函数 。 在 证 明 中 我 们 必须 将 |6n| << 刀 的 值 排除 
但 (18) 的 一 致 收敛 性 在 对 应 因子 重 行 加 入 时 显然 并 不 改变 . 

剩 下 的 我 们 只 要 证 明 对 于 所 有 的 如 都 能 使 级 数 (20) 收 人 钙 即 
可 . 但 这 是 很 明显 的 , 因为 如 取 mw 一 mw (20) 式 变 成 一 寡 级 数 ,， 它 
的 收敛 半径 是 无 穷 大 , 这 可 应 用 收敛 半径 公式 来 证 明 , 或 研究 尽 取 
任 一 固定 什 时 的 强 几 何 级 数 ( 公 比 二 1) 来 推出 . 

定理 了 ee 0 的 整 函 数 ， 只 要 在 


器 
妆 和 本 量 归 和 


F | 


: f(%) = "09®) I pr i Gn 


(21) 
此 处 , 乘积 是 对 所 有 的 a。 关 0 取 的 , m0 为 某 些 整数 ,0(2) 为 一 整 闻 
数 . 
这 一 定理 系 由 Weierstrass 提出 . 它 基 有 如 下 一 条 重要 的 系 ; 
系 “ 在 整个 平面 上 的 任 一 半 纯 函数 必 是 两 个 整 函数 之 商 ， 


因为 ， 如 设 了 (x) 在 整个 平面 上 是 半 纯 的 ， 则 可 求 得 一 个 整 函 
和 i104 性 


Ne 一 本 。 - 一 -i im 


数 9(z), 以 下 (2) 的 极点 作为 该 函数 的 零点 。 于 是 积 了 (z)g(z) 是 
一 整 函数 , 记 为 f(z). 即 得 了 (2) 一 (2)/g(%)， 
在 表示 式 (21) 中 ,如 能 选择 所 有 的 ms 互 等 , 则 这 表示 趟 就 更 


为 重要 .上 面 的 证 明 表明 , 只 要 级 数 (BR/]6s1)**4/(h+1) 对 所 
有 的 好 收 敛 , 也 就 是 说 ， 只 要 l/l < 则 无 穷 池 各 
Ma 


收敛 ,而 且 表 示 一 整 函数 ， 设 7 为 使 上 上述 级 数 收 敛 的 最 小 整数 ; 于 
是 表达 式 (22) 就 称 为 与 序列 {aw}j 相关 的 典型 乘积 , 娟 称 为 典型 滋 
积 的 亏 格 (genuns). 

在 表示 式 (21) 中 , 只 要 可 能 的 话 , 我 们 总 应 用 典型 弱 积 , 因此 
这 一 表示 式 是 唯一 地 确定 的 。 如 果 在 这 一 表示 式 中 ，9(2) 化 为 一 
个 多 项 式 , 则 称 函 数 了 (是 有 穷 亏 格 的 ,而 根据 定义 , f(z) 的 亏 格 
就 等 于 这 一 多 项 式 的 次 数 或 典型 乘积 的 亏 格 二 者 之 中 较 大 的 一 
数 . 例如 ， 亏 格 等 于 零 的 整 函数 具有 下 列 形 i: 

or 二) 
旦 1/1an| 二 o0. 亏 格 为 1 的 整 函 数 的 典型 表示 或 者 为 
/ Oe IIL(L- 志 )e 82/ 04n 


之 1 | <co, 之 | 一 co; 或 者 为 


Ozer (1- )， 
21/lo|<o0, oF0. 
作为 一 个 应 用 ， 我 们 来 考察 sin rz 的 乘积 表示 . 这 -一 函数 的 
零点 为 整数 一 士 w， 由 于 也 1/m 发 散 ,， 而 之 1 收 僵 ， 故 应 取 % 
一 1, 于 是 得 如 下 的 表示 式 .: 
sin wz— 6” TT (一 二 )evn 


nt0 


为 了 确定 9(z)， 作 式 子 两 边 的 对 数 导 数 , 得 
ootmz 一 二 十 g (0) 十 局 (= 1 


(22, 
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这 里 所 用 的 方法 可 以 很 容易 地 用 任 -一 不 包含 点 z=n 的 紧 致 集 上 
的 一 致 收敛 性 来 验证 ， 与 前 面 的 公式 (10) 比 较 , 即 知 Y(o) 一 0. 因 
此 9(z) 是 一 常数 , 而 由 于 lim sin mz/s=m， 故 必 有 ex 一 mm 于 是 


A 


sin wz = rz [FE (1 一 三 je 9 (23) 


并 二 修 ne 
在 这 ~ 表示 式 中 ,对 应 于 nn 及 一 nn 的 因子 可 以 并 在 :起 , 从 而 得 到 
较 简 洁 的 形式 
Sin Tr% 一作 & z(t- -所 ). (24) 


由 (23) 式 可 知 sin mz 是 亏 格 为 1 的 整 函 数 。 


习 ”是 

1. 设 ww- ， 并 设 4 均 为 任意 复数 ， 证 明 存 在 一 个 整 函数 Je)， 它 
满足 jc 一 4 
| 提示 : 设 9(e) 是 在 mm 有 单 零点 的 函数 ， 证 明 安 g62) 二 一 


对 y 的 的 某 一 选择 改 敛 , | 
2. 求证 . 


BYakz~co) A 
pg—an g(an) 


gn mw (s+a) 一 ez oo wa TI(1+ er)e te, 
只 要 w 不 为 整数 ， 

[提示 : 将 典型 乘积 前 的 因子 记 为 9(2), 确定 9 (8)/9(2).] 

3. 求 cosV 8 的 亏 格 . : 

4. 设 f#) 的 亏 格 等 于 问 凡人 ) 的 亏 格 能 有 多 大 及 多 小 ? 

5. 求证 , 设 1(8) 是 亏 格 为 0 或 1 而 且 有 实 零 点 的 函数 ,又 如 f(D) 在 4 为 
实数 时 为 实数 , 则 了 产 (#8) 的 所 有 零点 亦 为 实数 , 

[提示 : 考虑 Lm 了 (2)/f(3).】 


2.4 六 -函数 


孙 数 sin rz 以 所 有 整数 为 零点 ， 它 是 具有 这 一 性 质 的 最 简单 
函数 . 现在 我 们 来 介绍 一 种 只 以 正 整 数 或 以 负 整数 为 零点 的 函数 
以 负 整 数 为 零点 的 最 简单 函数 , 举例 来 说 , 夏 是 对 应 的 典型 乘积 
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G2) =H(1+2)en. (25) 
很 明显 ，G( 一 2) 必 将 以 正 整数 为 零点 ， 与 sn mz 的 乘积 表示 (23) 
比较 , 立即 可 得 

:GO)G( 一 人 一 人 0 (26) 

由 G(2) 的 构 作 方式 可 知 ， 它 应 具有 另外 一 些 简单 性 质 我 们 

看 出 GCz 一 1) 具有 与 G(%) 同样 的 零点 ， 另 外 还 有 一 零点 在 原 氮 ， 
因此 , 它 显 然 可 以 写成 

他 (人 一) 一 227C0G 2) ， 
此 处 y(2) 为 一 整 函数 .为 了 确定 y(g)， 日 可 取 式 子 两 边 的 对 数 导 
数 ， 于 是 得 


(i -元 )~ 二 十 六 人 一 (27) 
在 左边 的 级 数 中 ,可 以 nw 十 1 代 %， 因而 


Sy 一 一 一 二 + (一 一 __1 ) 
(4 Nn t+ > Zn 多 十 工 


1 ce 1 1 /1 1 
‘+t 名 十 锅 -+ 祈 (去 - 名 十 并 让 
最 后 一 个 级 数 的 和 为 4, 因此 方程 (27) 变 成 7 (2) 一 0、 故 知 Y(2) 
是 一 常数 ， 记 为 Y， 函数 G(z) 具有 一 种 再 生性 质 ， 即 G(z 一 1) 
6eYxG(z)， 为 了 简单 起 见 ,考察 函数 且 (%) 一 9(%)e™”, 它 显然 满足 
图 数 方程 H(z 一 1)=zH (2). z 
Y 的 值 很 容易 确定 命 < 二 1t， 则 得 
: 1=G(0) =e'G(1), 
因此 e777= 下 (+ 二 je 


此 处 ,第 个 部 分 乘积 可 写 为 
(n+ 1)e (irs +)， 


于 是 得 Y= lim (1+ 吉 一 寺 +… 十 二 一 log n). 


常数 7 称 为 Euler 常数 ; 它 的 近似 值 为 0.57722， 
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如 号 (o) 满足 关系 H(z 一 了 =zH(z)， 则 T(z)=1/[zH(2)] 
必 注 足 关 系 人 (2 一 1) = 二 了 T(z)/(z 一 1), 或 / 
T(z+1)=2T (2). (28) 
这 是 一 个 非常 有 用 的 关系 式 ， 因 此, 习惯 上 把 荆 (x) 也 包括 在 初等 
函数 之 中 , 并 称 之 为 Eular -函数 . 


从 定义 可 得 显 表示 式 : 
ro- 字 让 Co 
而 公式 (26) 变 为 
TF(OTG- 人 = 一 一， (30) 


易 见 工 (4) 是 一 个 半 纯 函 数 ,有 极点 在 s~0， 一 1， 一 2,…, 但 没有 
零点 . 

我 们 有 (DD =1， 由 函数 方程 得 (2) =1, 荆 (3) ~1.2, 
(4) -1:2.8， 一 般 地 ,， 荆 (n) = (nm 一 才 !。 因此， 荆 - 丁 数 可 看 作 
是 阶乘 的 一 种 推广 ， 从 (30) 式 可 知 了 (地) 一 V7. 

从 log 攻 (z) 的 二 阶 导数 可 很 容易 地 求 得 本 -函数 的 其 他 性 质 
对 于 这 个 二 阶 导数 ,由 (29), 可 得 简单 下 达 式 


T(z) 1 
旬 ( 了 3 T(z) )-> 名 7 《2Z 十 多)2 (81) 
举例 来 说 , 不 难看 出 荆 (s) 了 T(z 十 地 ) 及 (2s) 具 有 同样 的 零点 , 事 


” 实 上 ,应 用 (31), 可 得 


| fs 革 
和 下 | 


0 (022 十 2 十 工 )” 


7 (22) ). 
了 《22 ) 


| 
心 
Ms 
EL 
十 
Ms 
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积分 后 得 T(OF(z 十 豆 )} 一 eer27(29)， 


此 处 & 及 5 为 待定 常数 。 以 z= 训 及 z 一 1 代入 ,应 用 已 知 公式 
T(5)= Vr, IT'(1) =1 


rT(13)-37(3)-TYr, T°, 


和 


于 是 每 到 6 十 0 一 亏 logz， 6- 十 0 一 误 log wz 一 log2.。 由 此 得 4 


-21og2， 而 8 一 去 log r+log2; 因此 
VFT(20) = 2°77)T (st 5). 
这 一 公式 称 为 Legendre 加 售 公式 ， 
习题， 


1. 试 证 明 下 列 Gauss 公式 
(2r) TI'(g) 3 r(2)T (2 让 (>). 


2 
3. 工 (#) 在 极点 #= 一 % 外 的 留 数 是 什么 ? 
2.5 Stirling 公式 
在 工务 数 的 许多 应 用 中 ,最 为 重要 的 就 是 要 了 解 当 zz 很 大 时 
Z 2) 的 性 态 、 应 用 一 个 古典 的 公式 ,就 可 以 把 Z (4z) 算 得 很 精确 ， 
而 且 也 很 省 力 ， 这 一 古典 公式 称 为 Stirling 公 却 ,证 明 的 方法 很 
多 . 我 们 这 里 将 用 留 数 计算 法 来 导出 这 一 公式 , 主要 是 根据 
Lindel5f 关于 留 数 计算 的 经 典 著 作 ， 这 是 一 个 非常 简单 而 有 益 的 
证 明 方 法 ， 它 给 我 们 提供 了 在 稍 较 复杂 的 情形 中 应 用 留 数 的 机 会 . 
我 们 从 log Z oz) 的 二 阶 导数 公式 4381) 出 发 ,， 先 将 部 分 和 
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加 tl :mi de :th fp | FH Bt i a 


三 十 一 二 十 工 工 
(2 十 十 )2 . Ea TFN / 
家 成 线 积分 ， 为 此 ， 需 要 有 一 个 函数 ， 它 在 整数 点 。 上 有 和 留 数 
1/(z 十 v)"; 最 适当 的 是 了 到 
T G0 
Dl) — TF. 

此 处 是 一 变数 , 而 z 则 只 作为 一 参数 , 在 推导 的 前 半 部 分 , 我 们 
将 它 保持 于 一 固定 的 值 *=z 十 动 ， 其 中 z>0， 

我 们 现在 将 留 数 公 式 应 用 到 一 个 矩形 上 ， 和 矩形 的 垂直 边 在 


-0 及 寺 -mn 十 训 上, 而 水 平 边 则 为 4= 圭 六 ,并 先 令 了 而 后 令 


趋 于 co， 令 矩形 的 周 界 为 K, 它 通过 0 处 的 极点 , 但 只 要 我 们 取 
积分 的 主 值 并 将 原点 的 留 数 的 一 半 也 算 进 去 ， 由 会 取信 和 用， 因 
此 得 


pr vas), LOU 喜 + 访 二 


在 矩形 的 水 平 边 上 , 当 了 一 co 本 oo 一 致 地 趋 于 土 i. 由 
于 因 了 于 了 Je 二 5) 趋 于 0, 故 知 对 应 积分 的 极限 为 0， 现 在 只 剩 无 


限 垩 直 线 上 的 两 个 积分 ， 在 n+ 元 的 各 条 直线 上 ; cot mt 是 有 
界 的 ， 而 由 于 这 一 函数 的 周 姑 性 可 知 它 的 界 不 依赖 于 mn， 由 此 可 
知 沿 直线 & 一 n 十 亏 的 积分 将 小 于 一 个 常数 与 下 列 积分 的 积 ， 


| dn 
= 二 + 喜 Ctl*° 
这 一 积分 是 可 以 计 值 的 ， 因为 在 积分 的 沿线 


/一 2 十 工 一 人 , 
应 用 留 数 可 得 
| Oy 
esl SCs) QntiTt+r) mrlta 


因此, 当 mw >oe 时 ,极限 为 用 
最 后 , 沿 虚 轴 -ico 至 -ico 段 的 积分 主 值 可 写成 
“200 。 


ot 
2Jo 50 而 (27 十 2 0 jw 


a /T(z 1 2 

i . ) coth a” TT am, (82) 
现在 最 好 令 coth m1 + : 
代入 上 式 , 从 值 为 1 的 项 所 得 的 积分 其 值 为 1/z， 因 此 (32) 可 写成 


(TO) tt Hr (38) 


L'(%) 2 22 Jo (7+ )*? e””—1 
这 里 的 积分 是 非常 迅速 地 收 化 的 . 
令 : 在 右 半 平面 上 变化 , 则 这 一 公式 可 以 积分 。 从 而 得 到 
Tz) _ 1 人 20 dm 4 
7 = CO 十 10g% -二 -| 7 "TT (84) 


式 中 log% 为 对 数 的 主 支 而 C 为 积分 常数 ， 最 后 一 项 的 积分 尚 须 
加 以 验证 .为 此 ， 必须 证 明 (34) 式 中 的 积分 可 在 积分 号 下 进行 微 
分 ; 但 这 显然 是 可 以 的 , 因为 这 一 积分 当 % 取 值 于 半 平 面 z>>0 中 
的 任 一 索 致 集 上 时 是 一 致 收敛 的 . 

现在 将 (34) 式 再 积分 一 次 ， 此 时 在 积分 中 显然 将 出 现 
arc tan (%/m)， 量 然 我 们 尽 可 以 定义 一 单 值 分 支 , 但 多 值 函 数 的 应 
用 还 是 应 极力 避免 的 ， 要 做 到 这 一 点 , 可 先 用 分 部 积分 来 变换 
(34) 中 的 积分 ， 这 就 有 

|, 了 1 -元 |。 ， Ty log(T— sa, 
此 处 的 对 数 当 然 是 实 的 . 现在 可 对 z 积分 , 得 


_0 _1 工 ?op 1 . 
log 1'(z)=0O +0z+ (2 ) logs+ Jo 7 十 2 log 1— 6 47’ 


| (35) 
此 处 C 是 一 新 的 积分 常数 , 而 且 为 了 方便 起 见 , 我 们 将 C 一 上 写成 
CO， 这 一 公式 表明 , 在 右 半 平面 上 存在 log 全 (z) 的 一 个 单 值 分 支 ， 
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dn, 


or: HE a TN ee MR RTT + ee Hn i 


它 指 值 由 方程 的 右 侧 给 出 ， 如果 适当 选择 C , 则 可 得 log7 so) 的 ， 
一 分 文 , 它 在 ? 为 实数 时 取 实 值 . 

现在 余下 的 问题 就 是 去 确定 常数 0 及 C 为 此 ， 应 先 人 研究 
(35) 式 中 积分 的 性 态 ,我 们 把 这 一 积分 记 为 


™ 1 
(0) = 二 ), i 18 Tr 轴 (36) 


实际 上 , 只 要 2 保持 远离 虚 轴 , 则 当 和 >ce 时 , 必 有 J(Y)->0. 设 
z 取 值 于 半 平 面 % 之 c>>0。 将 积分 分 为 两 部 分 , 如下， 


7J(D=-|，+| ty 
在 第 一 个 积分 中 ， > Iz/213 一 8|z|3/4, 因此 


1 
< BT | lg 
在 第 二 个 积分 中 ，| 太 十 2 一 12 一 芭 | |z 十 功 | >elsl, 因此 


1 f{™ 1 
a ~ | ie Tom 功 、 


由 于 log (1 一 ee”) 的 积分 显然 是 收 合 的 ， 故 知 当 “>o0 时 , J1 及 
J 了; 都 趋 于 0. 

将 (35) 式 代入 函 数 方程 GT) 一 2 或 log /〈2z 十 工 ) 
一 logz+log (2) 之 中 即 可 求 得 C 的 值 如 设 2 取 正 值 , 则 对 数 的 
分 文 其 为 明确 ， 代 入 后 得 


0’+0z+O+ (z+ 却 )iog(z+1)+J(z+1) 
-0'+0z+ (z+ 元 )logs+ (2), / 


由 此 得 OO- 一 (+ 本 地 ) log(1+ 一 ~)+7(s)— —J (z+1). 


令 和 ?co 可知 C= 一 二 
其 次 , 将 \85) 式 应 用 于 方程 并 一 切 一 m/siner2 并 令 


:一 亏 十 翅 则 得 
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20'—1+iylog(3+y) -iylog (二 -iy) 
+J (5+y)+7 (二 ~ ) 一 log wm 一 log cosh zy 


上 式 中 的 对 数 应 取 主 值 ， 至此, 还 有 2r4 的 一 个 常数 倍数 需要 确 
定 。， 不 过 ， 对 于 y=0， 这 一 方程 是 成 立 的 ， 因 为 (35) 式 确定 了 


log 工 ( 亏 ) 的 实 值 ; 由 此 可 知 它 对 所 有 的 9 成立 。 令 Y>o0, 可 央 
7 ( 季 + 贸 ) 及 J( 训 一 鹿 ) 将 趋 于 0， 将 左边 的 对 数 展 为 Taylor 
级 数 ,就 得 到 


, 1 
5 Tu 
2 lop -lei 可 上 一 XU/ 十 十 十 S1(9)， 
到 1 3 
而 在 方程 的 右 侧 ， 


log cosh ry = my — log 2++ 82(0), 
其 中 er(y) 及 sa(9) 趋 于 0， 从 此 可 得 0" 的 值 为 0' 一 二 log 2m. 
这 样 ,就 证 明了 如 下 形式 的 Stirling 公式 
log T(#) = 10g 2mz 一 ?十 (2— 二 logz+ (2), (37) 
或 等 价 地 ， rl) /eo- or (88) 
以 及 在 右 半 平面 中 成 立 的 余 项 表示 式 (36). 在 半 平 面 z>c>0 中 ， 
当 s>00 时 , J(z) 趋 于 0. 
在 J(%) 的 表达 式 中 ， 我 们 可 将 被 积 函 数 展 为 1/z 的 器 级 数 , 得 


到 
7 全 一 持 二 全 + 十 -re)， 


其 中 | | 
~ 多 一 二 二 27 一 分 
O, ( 1) or Lh log 1 6 一 身 拉 好 I (39) 
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可 以 证 明 ( 例 如 ， 应 用 留 数 )， 系 数 0, 与 Bernoulli 数 ( 见 1.3 节 
习题 4) 间 的 关系 为 


YY .FF_ 1 、 
O, ( 1) (2p—1)2y B,. (40, 
因此 , J (%) 的 展开 式 变 成 
‘oY bb.li Bb, .1 昌 音 :4 
/9 1:2 2 3.4 zt z 
t(D Ta， (41) 


应 当 注 意 , 这 一 式 与 Laurent 展开 不 能 相 混 ,函数 J (z) 在 2 的 邻 
域 中 没有 定义 ,因此 ,不 能 有 Laurent 展开 式 ; 不 仅 如 此 , 如 一 ce， 
从 (41) 式 所 得 的 级 数 并 不 收敛 只 能 说 , 对 于 一 个 固定 的 *,， 当 
z->o0 时 表达 式 J x(z)zY 趋 于 0 (在 半 平 面 x 之 c>>0 上 ). 根据 这 
一 特性 , 我 们 把 (41) 作为 一 个 渐 近 展开 式 . 这 种 展开 式 当 * 远 较 
k 为 大 时 非常 有 用 ,但 对 于 固定 的 %, 在 令 名 变 成 很 大 时 ， 就 没有 什 
么 方便 可 言 Fi。 
应 用 Stirling 公式 可 以 证 明 下 列 公式 : 
r=| eid (42) 


这 一 式 当 积分 收敛 时 正确 , 也 就 是 说 它 对 于 >>0 成 立 . 把 (42) 中 
的 积分 记 为 了 (z)。 作 分 部 积分 , 得 到 
F(z+1)= | ge-ttdt = | 。 6 一 (2)， 

因此 , 了 ?了 (2) 与 了 (z) 满 足 同一 函数 方程 ， 从 而 知 了 Cz)/T(z)= 了 F(z 
十 1)/1 (Zz 十 1)， 换言之 ， 了 (2%)/7'(z) 是 周期 为 1 的 周期 函数 . 这 
表明 , 虽然 积分 表示 式 仅 在 一 半 平 面 中 有 效 ， 但 F(%) 仍 可 定义 于 
整个 平面 . 

为 了 证 明 也 (2)/T(2) 是 一 常数 ， 可 在 一 周期 带 域 (例如 1<2 
心 2) 内 来 估计 |F/T|。 首先, 由 (42) 有 

Ve <| ettr-1gt = P(g), 

因此 , F(z) 在 这 一 带 中 有 界 。 其 次 ， 应 用 Stirling 公式 ， 对 于 大 
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ET 


的 y, 求 | 荆 (z)| 的 下 界 ， 从 (37) 可 得 
1og | 7 (2)| = 二 log2m 一 z 十 (2 一 地 )log|% — yarg?z+ RevJ (%). 


在 上 式 中 , 只 有 项 -yargz 变 为 负 无 穷 大 , 因为 它 可 与 一 wly|/2 
相 比 . 故 知 | F/T| 不 能 增长 得 比 2* 人 更 快 . 
对 于 一 个 任意 肖 数 , 这 并 不 足以 得 出 结论 说 函数 必 为 一 常数 ， 
但 对 于 周期 为 1 的 函数 来 说 , 这 是 很 充分 的 ， 因为 ， Z /AL 显然 可 
表 成 一 以 《一 esre 为 变数 的 单 值 函 数 ， 每 一 个 《二 0 的 值 对 应 于 无 
穷 多 个 z 的 值 , 它们 的 差 是 1 的 倍数 , 因此 对 应 于 了 / 工 的 是 同一 
个 值 ， 函 数 在 =0 及 “= co 处 具有 孤立 奇 点 ， 而 我 们 的 估计 表 
明 ，| 了 /| 至 多 只 能 象 0 时 的 1L| 及 Loo 时 的 1&1: 一 梯 
增长 。 由 此 可 知 ， 两 个 奇 点 都 是 可 去 的 ， 所 以 了 /了 必 为 一 清 数 ， 
最 后 , 从 (1) = 人 (1) =1 的 关系 可 知 F(z) = 了 (2). 
习 起 
1. 试 证 明 展 开 式 (41). 
2. 对 于 实 的 X%>>0, 求证 
Va (xz 一 VD eolo(e)/1e ， 
其 中 0<07) <1, 
3. 公式 (42) 使 我 们 可 以 计算 概率 积分 
ee 
”用 这 一 结果 连同 Cauchy 定理 计算 Presnel 积分 
| sinCa)az, | COS(22 )GQX 


答 , 两 个 积分 都 等 于 二/ 


3 整 果 数 


在 2.3 节 我 们 已 经 讨论 了 整 函数 表 为 无 穷 乘 积 的 表示 式 ， 在 
205 。 


一 些 特殊 情形 , 表 为 典型 乘积 的 表示 式 . 在 这 一 节 里 , 我 们 将 研究 
乘积 表示 式 与 函数 增长 率 之 间 的 联系 ， 这 类 问题 是 由 Hadamard 
首先 研究 的 , 他 把 所 得 结果 应 用 于 他 对 素数 定理 的 著名 证 明 中 . 本 
书 的 篇 幅 不 允许 我 们 介绍 这 一 应 用 , 但 是 Hadamard 因子 分 解 定 
理 的 基本 重要 性 是 十 分 显 见 的 。 


3.1 Jensen 公式 


如 (2) 为 一 解析 函数 , 则 log|7(2) | 除了 在 (2) 的 零点 以 外 ， 
是 调和 的 .因此 ,如 f(%) 在 1z| <p 中 解析 而 没有 零点 , 则 
log|f(0) | 一元 | 1og|f (pe) dg, (43) 
且 log|f(x)| 可 用 Poisson 公式 来 表示 ， 
如 f(z) 在 圆 |z| =p 上 有 零点 , 则 公式 (49) 仍 成 立 ， 最 简单 的 
证 明 就 是 用 对 应 于 每 一 零点 的 一 个 因 于 。 一 po 去除/( 中 然后 
只 要 证 明 


了 
log p= | loglose 一 pem|dg 


3 
或 | log |e? 一 ed0=0 
就 够 了 .这 一 积分 显然 不 依赖 于 go, 因此 只 须 证 明 

| log|1—e*|a0 —0 
即 司 ， 但 这 是 第 4 章 5.3 节 中 所 证 的 公式 ( 见 第 4 章 6.4 节 习题 
5) 

| log sin w dz= — x lo0g2 
的 一 个 推论 . 
现在 我 们 来 研究 在 | < 内 部 出 现 零点 时 公式 (43) 的 情形 . 


把 这 些 零点 记 为 a1, 6s,…，an， 重 零点 按 重 数 重复 计数 ， 并 先 设 
z 一 0 不 是 一 零点 ， 则 函数 


P(e) =f(o)H 
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在 圆 表 中 没有 零点 ,而 在 |z| 一 p 上 有 | Co) | 一 |f(z)|， 于 是 得 到 
log| PF(0)| = | loglf(pe®) a9, 
代入 (0) 的 值 , 即 得 / 
log |f(0) 1 一 一 容 log(-2)+ 冯 | 1o8|f(pe") la (44) 


这 一 公式 称 为 Jensen 公式 . 它 的 重要 性 在 于 它 表 明了 阅 上 的 模 
f(z) | 与 各 零点 之 模 的 关系 。 
如 fC(0) =0， 则 这 一 公式 就 比较 复杂 . 令 f(z) 一 oo 十 …， 对 
f(z) 《Cp/z)* 应 用 公式 (4 和), 可知 其 左边 应 以 log 1c| 十 hlogp 代替 ， 
Poisson 公式 有 一 个 类 似 的 推广 ， 为 此 ,只 须 对 log|F(z) | 应 
用 一 般 的 Poisson 公式 . 要 就 得 到 


log |f (2)| =——Slog|-£ 


2 a 


+ 高 | Re -Lt loglf(pe®) |d0. (45) 
2 Jo D6 


等 式 (他 ) 常 称 为 Poisson-Jensen 公式 ， 

严格 说 来 ， 上 面 的 证 明 仅 当 f 在 |z|=p 上 0 时 有 效 但 
(44) 式 表明 右 侧 的 积分 是 po 的 一 个 连续 贡 数 ， 从 此 就 不 难 肯 定 
(45) 中 的 积分 也 是 连续 的 因此， 在 一 一 般 情 形 , 可 令 p 趋 近 于 一 极 
限 而 导出 (45) 式 . 

Jensen 公式 及 Poisson- Jensen 公式 在 整 函 数理 论 中 有 很 重 
要 的 应 用 . 


3.2 Hadamard 定理 
设 f(z) 为 一 整 函数 ,其 零 尽 记 为 a 为 了 简单 起 见 , 设 了 (0) 
关 0. 在 前 面 我 们 已 经 定义 过 , 整 函数 .Fo) 的 亏 格 (2.3 节 ) 就 是 使 
f(z) 能 表 成 下 列 形式 的 最 小 整数 h. 
fC2) = I -过 ) 
还 处 9(z) 为 一 多 项 式 , 其 次 数 <h， 如 果 没 有 这 样 一 个 表示 式 , 那 
* B07 ， 


+) ， (46) 


' ne 1 Re 


末 亏 格 就 是 无 穷 大 ， 
将 |f(z)| 在 |z|=+ 上 的 极 大 值 记 为 M(r);， 整 函数 f(z) 的 
: 级 (order) 定义 为 


a Ti log og MI(7) 
六 -co log 


根据 这 一 定义 可 知 ， 和 就 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 的 数 ， 这 条 件 是 ， 
对 于 任 一 给 定 的 s>0， 只 要 7 充分 大 ,就 有 
四 M(7)<e™ : (47) 
成 立 , 
整 函数 的 亏 格 与 级 是 紧密 地 联系 着 的 , 这 可 从 下 述 定理 看 出 ; 
定理 8 一 个 整 函 数 的 纯 格 与 级 满足 双 不 等 式 h< 和 A<h+1. 
先 设 f(z) 具 有 有 限 的 亏 格 h， 公 式 (46) 中 的 指数 因子 的 次 数 
显然 <h, 而 一 个 乘积 的 次 数 又 不 能 大 于 各 因子 之 次 数 的 总 和 ， 因 
此 只 要 证 明 典 型 乘积 的 次 数 < 十 1 就 够 了 ， 典 型 乘积 的 收敛 性 
草 涵 着 刀 |on1-*+<oo; 这 就 是 主要 的 假设 . 
把 典型 乘积 记 为 忆 (2)， 各 别 因子 记 为 加 (2/an)， 此 处 
B,(u) = (1 we 十 要 十 一 二 (天) ， 
并 应 理解 , Bo(w) 一 1 一 v. 我 们 就 是 要 证 明 ， 对 于 所 有 的 和 有 如 下 
的 不 等 式 成 立 ; 
z log| Bi(w) | < (2R+1) |ul?*t, (48) 
如 lw|<1, 则 由 震级 数 展开 式 可 得 


I | "ta | fF | 人 


10g | Ba WW) | ET 六 并 Rta StI 1 
因此 ,有 | z 
-|u|)log| EC) |< vl. (49) 
对 于 任意 的 及 Am 关 T， 有 
log | Bi (Wu) | <log| Br-i(w) | + |ul’. (50) 


| (48) 式 可 用 归纳 法 来 证 ， 对 于 h=0， 只 须 注意 10g|1 一 | 二 
log(I 十 |w|)<w. 设 (48) 式 在 以 及 一 1 代 丸 时 成 立 ,就 是 说 ， 
log| Ei) | < (2 —1) |w). (51) 
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从 (50) 和 (5) 可 知 ，1log 1 BCw) | 志 27|vj*， 而 如 果 | 宇 1， 这 就 
纺 涵 着 (48)， 但 如 果 iui < 二 我 们 仍 可 用 (4 和 9), 结合 (50) 和 (61) 得 - 
到 z 

log| E(w I< ullog| Bi | 十 23 "Te(2h+1) | 
这 议 完 成 了 归纳 证 明 . 

出 估计 式 (48) 立 即 可 得 


log| PO) | = Blog Bi (2),<Qh+D ls led, 


由 此 可 知 P(x) 至 多 是 4 十 1 级 的 ， 
对 于 反 向 的 不 等 式 , 假设 f(z) 的 级 入 是 有 限 的 , 并 令 瑚 为 <X 
的 最 大 整数 。 则 有 十 1> 入 , 我 们 首先 所 应 证 明 的 就 是 >2 | en | 


收敛 . 在 这 个 证 明 中 就 要 用 到 Jensen 公式 . 

以 >(p) 表 示 零 点 wo，|os| 和 p， 的 数目 ， 为 了 求 得 "(p) 的 一 
个 上 和 界 ， 可 应 用 公式 (44)， 以 2p 代 p， 并 在 js|>p 时 略 去 项 
log (2p/ ia,|), 于 是 得 


vp)log2<- | log|f(2p0") | a0 —1log|f(0)|. (52) 
根据 (47) 可 知 , 对 于 每 一 个 s>0， 必 有 lim y(p)p -一 0 


现在 设 零 点 om 按 绝对 值 的 大 小 排列 ， 如 lol <1asl <<… 
<|a,| 夺 …， 则 显然 有 nv(|an|), 而 从 某 一 % 开 始 , 必 有 
nv(|an|)< | aa 二。 
按照 这 一 不 等 式 就 可 知 级 数 立 |an|-*! 的 强 级 数 为 
Dn, - 
如 选择 一 个 s, 使 入 十 eh 十 4， 则 强 级 数 收 僵 、 这 样 一 来 , 我们 就 
证 明了 f(z) 可 写成 (46) 的 形式 ， 其 中 ，g(%) 到 目前 为 止 只 知 是 一 
个 整 函数 . : 

下 面 我 们 来 证 明 g(x) 是 一 个 次 数 <h 的 多 项 式 ， 为 此 ,最 好 
应 用 Poisson-Jensen 公式 , 对 恒等式 (和) 的 两 边 作 运算 (6/68%) 一 
vO/0y), 得 
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} v(p) 、 PLD) _ 
f (2 一 3 (一 gr 一 十 Dy an (Pp’ 一 Co ~ 
f(%) 3 1 


上 元 | 2pele(pe6 — z) ?1og| (pe)|00. 
对 :微分 疡 次 后 可 得 


Dom 上 大 人 - 一 天 ! py (an—2) "i+h! SN Dr10p2 Big) I 
f(z) 了 I 


十 《大 十 二) 元 人 2pe" (pe” —z¢) log|Fos )|o0. 
(53) 
现在 令 p 趋 于 oo、 为 了 估计 (53) 中 的 积分 ,首先 注意 到 
人， porCper—s) "a0 ~0, 

因此 , 如 果 从 log|f| 减 去 log M(p)， 那 就 不 会 有 什么 改变 .如 果 

o>2|zj, 则 对 于 log 人 ML(p)/1f (pe*) | 之 0, (53) 中 最 后 一 项 的 模 至 
多 等 于 

(ht+1) 12+30-»-1 i | log -CT Te ab. 
但 是 由 Jensen 公式 ， 


元 | log|fla9>log|f(0)|, 


而 且 p ?log M(p) 一 0， 因 为 入 <h 十 1 由 此 得 出 结论 《53) 中 
的 积分 趋 于 0. 
至 于 (53) 中 的 第 二 个 和 , 由 同一 不 等 式 p>>2|z| 连同 |o| 委 p 
就 知 每 一 项 的 绝对 值 小 于 (2/o) -整个 和 的 模 至 多 等 于 
271y(p)p*1， 而 我 们 已 经 证 明了 这 是 趋 于 0 的 ,因此 得 到 
(h) fF(2) 所 ~ 一 月 一 54 
D f(z) h! (dn : ?2) 生 ( ) 
令 f(z) 一 e”P(z), 得 到 
yoi 一 Do 一 Do 5. 


不 过 ,根据 Weierstrass 定理 , DP(P'/P) 可 从 每 个 因子 分 开 微分 
而 求 得 , 这 样 , 所 得 的 恰好 就 是 (54) 的 右 端 ， 因 此 ,go+b(s) 恒 等 于 
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零 , 而 g(z) 必 为 次 数 <h 的 多 项 式 ， 于 是 定理 8 得 证 . 

这 定理 是 有 限 级 入 的 整 函数 的 一 个 因子 分 解 定 理 ， 如果 和 不 
是 整数 , 则 这 亏 粘 h， 从 而 这 个 积 的 形式 是 唯一 确定 的 。 如 果 级 是 
整数 , 则 不 确定 . 

下 看 的 系 表 明了 Hadamard 定理 的 力量 ; 

系 一 个 分 数 级 的 整 函 数 取 每 一 个 有 穷 信 无 限 多 次 . 

显 匈 和 了 一 4 对 任 一 常数 a 具有 相同 的 级 .所 以 只 须 证 明 
f 具有 无 穷 多 个 零点 ， 如 果 f 只 有 有 限 多 个 零点 ， 则 经 除 以 一 个 
多 项 式 而 得 到 一 个 没有 零点 的 同 级 函数 。 根据 定理 , 它 必 有 形式 
e?, 其 中 g 是 一 个 多 项 式 。 但 是 很 明显 ，e" 的 级 恰好 是 9 的 次 数 ， 
因此 是 一 个 整数 ， 由 这 一 矛盾 就 证 明了 系 。 


习 题 


1. 3.3 节 第 一 段 中 给 出 的 亏 格 的 特征 从 文字 上 看 与 2.3 节 中 的 定义 不 
一 样 ,为 了 看 出 条 件 的 等 价 性 , 试 补充 必要 的 推理 。 
2， 假设 f(s) 的 亏 格 为 零 ,因而 


fs) =s" TH(1- 他 


试 将 f(s) 与 xD- LI(1 -2 
进行 比较 . 并 证 明 最 大 模 max |7(e)| <9 的 最 大 模 , 并 证 明 了 的 最 小 模 >9 
的 最 小 模 


4 Riemann ~ 隙 数 


级 数 导 nm-" 对 于 所 有 大 于 等 于 固定 co> 工 的 实数 o 是 一 致 收 

伍 的 ， 它 是 级 数 
.CL(8) = 2 (8 一 G 十 他) (55 ) 
的 强 级 数 ， 因 此 它 表 示 半 平面 Res>1 中 s 的 一 个 解析 函数 ( 见 
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1.1 节 习 题 2; 在 这 里 记号 s= 十 世 是 按 惯 例 )， 

函数 Ls) 称 为 Riemann Z- 函 数 ， 它 在 复 分 析 对 数论 的 应 用 
中 起 着 中 心 的 作用 ， 在 本 书 中 ， 即 使 介绍 少量 的 这 些 应 用 也 将 引 
导 我 们 走 得 过 远 ， 但 是 我 们 能 够 而 且 应 该 使 谍 痢 英 大 6 函数 的 某 
些 较 初 等 的 性 质 、 


4.1 乘积 展开 


c(s) 的 数论 性 质 是 < 西数 与 素数 上 升序 列 mr zu Pr … 
之 间 的 下 列 联系 中 所 固有 的 . 
定理 9 对 二 o=Res>1, 


7 — (1—pr’). (56) 


根据 定理 6, 对 于 oo 之 go>1， 如 果 级 数 > -Spr 一 致 
收敛 , 则 这 个 无 穷 乘积 也 一 致 收敛 ， 因 为 前 者 是 从 沁 n" 略 去 一 
些 项 而 得 到 , 它 对 0 之 06 一 致 收敛 是 显然 的 ， 

在 条 件 o>1 之 下 , 立刻 可 现 

Cs) AT 一 2 9 一 之 1 一 之 (20) = om, 

Es) IE 一 2 9) 人 1 一 83) 一 之 72 

其 中 的 m 现 在 取 所 有 不 能 被 2 或 3 整除 的 整数 .更 一 般 地 ， 

CS) L213.(I—pr)=Zm, 7) 
右 问 的 和 取 遍 所 有 不 包含 素 因 子 2，3,…, px 的 整数 。 和 中 的 第 
一 项 是 了 第 二 项 是 p341， 所 以 ,除了 第 一 项 之 外 的 所 有 项 的 和 在 
N—c0 时 趋 于 堆 ， 于 是 / 

lim &(s) I 人 一 十 。 

这 就 证 明了 定理 . 

我 们 认为 有 无 穷 多 个 素数 是 当然 的 、 实际 上 , 可 用 推理 来 证 
男 这 一 事实 . 因为 如 果 py 是 最 大 素数 ， 出 (57) 将 变 成 
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Z(s) (一 2 (1— 8)...(1—ps’) =1, 
于 是 推出 当 o->1 时 ，Z&(c) 具有 一 个 有 穷 极 限 . 这 与 己 mw- 的 
发 散 矛 盾 . 


4.2 (0s) 扩 张 到 整个 平面 
我 们 回忆 起 , 对 于 ac>1 
7 (8S) 一 | we ?dy 
《2.5 节 (42)). 在 积分 中 , 以 nw 代 xz， 得 到 
nT (8) = | p10- 
关于 nn 求 和 ,得 到 
:ora- Te (58) 
由 于 ac> 二 所 以 积分 在 两 端 是 绝对 


收敛 的 ， 这 就 验证 了 积分 与 求 和 可 
以 交换 。 注意 ,2 明确 地 定义 为 
es—Dlogs 

图 51 表明 两 条 无 穷 路 和 色 O 
与 0,, 它们 的 起 点 和 终点 都 在 正 实 
轴 附 近 .， 暂时 我 们 只 考虑 0, 它 的 
精确 形状 无 关 紧 要 ， 只 要 中 心 在 原 


所 的 圆 的 半径 ?<<C27. 
定 下 10 对 于 o>>1， 有 5-1 
3) 一 一 人 | . ‘3 2 《59) 


其 中 (一 see-Dvzc9 定义 在 正 实 轴 的 余 集 上 , 且 
—x<Tm log(~—2)<7. 

积分 显然 是 收敛 的 . 根据 Cauchy 定理 , 只 要 0 不 缠绕 2hm 

(8 是 整数 ), 它 的 值 就 不 依赖 于 C 的 形状 . 特别 ,我 们 完全 可 以 让 

7 趋 于 零 .。 不 难看 出 , 沿 着 圆周 的 积分 随 7? 趋 于 零 .。 我 们 只 剩 下 
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一 个 沿 着 正 实 轴 来 回 的 积分 ， 在 上 方 的 边缘 上 ，(-- 人 后 一 
0 e 在 下 方 的 边缘 上 ,一 信人 一 tee 我 们 得 到 
| (~—z) z= -| wlo —{9—1)a1 c 0 一 De 
一 0 


—2% gin(s— wre) 

由 于 sin{ts 一 1)w= 一 gin sx ， 旨 7 了 (97 一 8) 二 m/sinsmw(2.4 节 ， 

(30)), 所 以 上 式 就 蕴涵 着 (59). 
公式 (59) 的 重要 性 在 于 : 右 端 对 s 的 所 有 值 有 定义 且 为 半 纯 ， 

因而 这 公式 可 用 来 将 6(s) 扩 张 为 整个 平面 中 的 一 个 半 纯 函数 . 事 
实 上 非常 明显 , (59) 中 的 积分 是 s 的 一 个 整 函数 , 而 人 (1 一 5 是 半 
纯 的 ,极点 在 ;一 1，2, …。 由 于 《(s) 已 知 对 c> 工 解析 , 所 以 在 整 
数 %>2 上 的 极点 必然 与 积分 的 霉 点 相抵 消 ， 在 s= 卫 一 TI 一 9 
具有 一 个 单 极 点 ， 留 数 为 1， 这 可 从 23. 生 节 的 (29) 看 出 。 另 一 方 
面 , 由 留 数 有 : : 

1 | 2 dz 
2 Jo@—1 
因此 5(s) 具 有 和 留 数 1. 由 此 结果 推出 下 列 的 系 ， | 

系 本 表 可 以 人 于 个 平 而 中 风 一 个 站 和 散 ， 训 交 只 


| 


=1] 


二 


间 


在 负 整 数 和 零 上 的 值 5 可 以 明显 地 计算 . 注意 展开 式 
(1.3 市 习题 4) 


1 1 1 SS 万 一 工 BB ga : 
5 一斑 一 可 十 之 (一 1) rh) (60) 
-1 一 
从 (59)， 以 一介 一 《一 二 站 ,Td 


因此 (一 等 于 (60) 中 必 的 系数 乘 以 (一 1)”m!, 我 们 可 以 给 出 下 
列 值 :CC0) 一 一 委 ，¢( 一 2m) 一 0，L( 一 2m+1) 一 (一 1)"Bm/2m, 
其 中 mm 为 正 整数 ， 点 一 2m 称 为 -函数 的 平凡 零点 . 


4.3 函数 方程 


在 半 平 面 o>>1 中 心 -函数 由 级 数 (55) 明显 地 给 出 ， 因 此 它 
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制 于 估 值 | :9 | < zc)，Riemann 认识 到 , 在 & (9 和 8 一 s) 之 
间 存 在 一 种 相当 简单 的 关系 ， 因 此 , 在 半 平 面 zc<0 中 , <- 函数 的 
性 态 也 是 很 好 控制 的 . 
我 们 抄录 通称 为 函数 方程 的 标准 证 明之 一 于 下 : 
定理 11 : 
C(s) —2m tsin 3 TL—s)L1—s). (61) 


为 了 证 明 , 我 们 用 图 5-1 中 的 路 径 Cs 假定 正方 形 部 分 位 于 
直线 t= 土 (2n 十 Dw 和 o= 土 (2n+1)x 上 ， 闭 链 0, 一 0 环绕 点 
圭 2mazi，m 一 4，…，% 的 环绕 次 数 为 1， 在 这 些 点 上 ,函数 
(一 2 /(e’ 一 1) 有 单 极 点 ,其 留 数 为 ( 干 2mx 匀 下， 由 此 可 知 


1 | 一 2 0 一 > [一 27000) + (moar) 


ay Jc -oo 6 


= 2 5 (2maor)s-1gin . (62) 
m=]1 


将 OC 分 为 0% 十 CO;, 其 中 Co 是 在 正方 形 上 的 部 分 ,而 C* 是 在 
正方 形 外 的 部 分 ， 易 见 |e 一 | 在 C 上 不 小 于 一 个 不 依赖 于 mn 的 
固定 的 正常 数 ,而 作 一 分 一 | 不 超过 和 一 的 一 个 倍数 .Co 的 长 度 
是 %% 阶 的 , 故 对 某 常 数 4， 有 

| | Si dz| < An’, 


© 
车 o<0, 则 沿 Ci 的 积分 当 w->co 时 趋 于 零 , 而 沿 0X 的 积分 当然 
也 是 如 此 ， 因 各, 沿 0。 一 0 的 积分 将 趋 于 沿 一 C 的 积分 ,由 定理 
10, (62) 左 端 趋 于 Ls)/T(1 一 s). 


在 关于 o 的 同一 条 件 下 , 级 数 习 me-+ 收敛 于 《人 (一 蚊 ，(62) 


“ 右 端 的 极限 是 《(I 一 人 的 一 个 倍数 . 这 些 极 限 的 相等 直接 导致 方 
程 (61)， 这 样 就 在 o<0 下 对 所 有 的 s 证 明了 (61)。 但 是 两 个 在 
一 非 空 开 集 上 一 致 的 半 纯 务 数 必 是 恒 等 的 ， 因此 (61) 对 所 有 的 8 
正确 . 

”天 数 方程 有 一 些 等 价 的 形式 . 例如 ， 如 用 恒等式 了 (SQL —$) 
=r/sinas, 则 (6D) 蔓 洒 着 
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L(1~— 8) = 2 eos T'(s)L(s). (63) 
定理 11 的 内 容 也 可 表述 为 如 下 形式 ， 
系 ”函数 
ED) = sls)r "aT(s/2)L() 


是 加 函 数 并 满足 5(s) =& (1 一 85). : 

E(s) 为 整 函 数 是 明显 的 ， 因 为 因子 1 一 s 抵消 了 《0s) 的 极点 ， 
而 荆 (s/2) 的 极点 抵消 了 《6(s) 的 平凡 零点 ， 应 用 (63), 可 把 8(8) 
一 5(1 一 8) 写 成 


T2370 (s/2)2(s) 一 -DD/aT (a: (4 s) 


j—s oS 
1 —8 mn—(8+1)/2 
~— 2 Sor rT( 5 jeos 5 


这 等 同 于 cos 本 rr ( 2 eT( 访 ). 


于 (7 (3 ) -w/oar 
故 上 式 就 等 价 于 
vs ，- 1+ 
zu3T(s)=2 :T($)T (3 ), 
而 这 不 过 是 Legendre 的 加 倍 公式 (2.4 节 ). 于 是 系 得 证 . 
ECs) 的 级 是 什么 ? 由 于 Cs) 一 和 (1 一 s), 故 只 要 对 o> 去 信 计 
js) | 就 可 以 了 ， 从 Stirling 公式 (2.5 节 , (37)) 易 见 ,对 于 常数 
4 与 大 的 1s|, 有 1log17'(s/2)|<41sllog1s|, 而 这 一 信 值 对 于 s 的 
实 值 是 精确 成 立 的 ， 因 此 ,如 果 可 以 证 明 (3) | 当 9 送 喜 时 相对 
地 小 , 就 可 推出 它 的 级 是 工 
我 们 用 标准 的 记号 [四 表示 <2 的 最 大 整数 ，.t 设 o>1, 读 
者 不 难 验证 下 面 的 计算 ， 
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.0 i 分 十 了 oo 
[zo dr = > | ws dr=s : Snn ss N+t1) *) 
N 茹 a 
98-1 | ea S， nr 
fT 2 
由 此 得 到 
nN oo 
CC) Dn Nes) (wo [el)w*do. (64) 
了 S 一 十 N 


以 上 是 对 o>>1 证 明 的 ,但 对 o>0, 右 端的 积分 收敛 ， 所 以 等 式 对 
o>0 仍 保持 正确 ,顺便 提 一 下 ，(64) 在 s~ 工 处 有 极点 ,其 留 数 为 
1L. 
如 果 0 之 去 , (64) 产 生 如 下 形式 的 一 个 信 什 
CEN+AINI ss, 

_ 它 对 大 的 |s| 正确 ,其 中 4 不 依赖 于 s 和 W， 选取 W 为 最 接近 于 
js 的 整数 ， 就 知 | 人 Cs) | 为 |s1” 的 一 个 常数 倍数 所 界 。 所 以 
这 个 因子 并 不 影响 5&(s) 的 级 ， 


4.4 《- 函 数 的 零点 


从 乘积 展开 (56) 可知 ，<(s) 在 半 平面 o>1 内 没有 零点 ， 要 
据 这 一 点 ,由 函数 方程 可 知 , 在 半 平面 c<0 内 的 唯 有 的 零点 都 是 
平凡 零点 ,换言之 , 所 有 非 平凡 零点 都 位 于 所 谓 的 临界 带 (oritioel 
strip)0<o<1 内。 著名 的 Riemann 猜测 说 ， 所 有 非 平凡 零点 位 
于 临界 直线 一 亏 上 ， 这 个 猜测 到 现在 没有 证 明 ， 也 没有 反 证 . 
不 难 证 明 在 oc 一 1 和 =0 上 没有 零点 。 现在 已 经 知道 , 渐 近 地 有 
三 分 之 一 以 上 的 零点 位 于 临界 直线 上 @， 

设 WCZ) 为 零点 数 ,0<t<2， 我 们 不 加 证 明 地 引 录 下 式 供 读 
者 参考 . 


N(T) = log 3 -+0(logT). 


2 
和 ”由 Norman Devinson 在 1975 年 证 明 ， 
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5 正规 族 


在 第 3 章 第 工 节 中 我 们 已 经 使 读者 熟悉 了 把 一 个 函数 看 作 空 
间 一 点 的 想法 , 因而 在 原则 上 ,点 集 与 函数 集 之 间 就 没有 差别 . 为 
了 在 这 二 者 之 间作 一 个 显著 的 区 别 , 我 们 把 函数 的 集合 称 为 函数 
族 , 通常 我 们 总 假设 同一 族 中 的 所 有 函数 都 定义 在 同一 集 上 . 

我 们 首先 关心 的 是 定义 在 一 个 固定 域 上 的 解析 函数 族 . 重要 
的 例子 是 , 有 界 解析 函数 族 , 不 二 次 取 同 一 值 的 函数 族 等 等 ， 目 的 
是 研究 在 这 些 函 数 族 内 的 收敛 性 质 . 


5.1 等 度 连 续 性 


虽然 我 们 主要 关心 的 是 解析 函数 ， 但 是 选 一 个 更 一 般 的 出 发 
点 是 有 利 的 。 这 就 是 ,对 于 在 任 一 度量 空间 中 取 值 的 函数 族 , 我 们 
的 基本 定理 是 正确 的 , 并且 是 同样 容易 证 明 的 . 

作为 一 个 基本 假设 , 令 .多 表示 函数 了 的 族 , 这些 函数 定义 在 
复 平面 的 一 个 固定 的 域 2 上， 并 取 值 于 度量 空间 S， 象 在 第 3 章 
第 1 节 中 一 样 , S 中 的 距离 函数 记 为 双 

我 们 的 兴趣 是 多 中 的 函数 组 成 的 序列 {fs} 的 收敛 性 ， 我 们 
没有 特殊 的 理由 希望 序列 {fj 一 定 收敛 ; 相反 ,更 有 可 能 会 遇 到 
相反 的 极端 情形 , 就 是 序列 并 不 包含 任何 收敛 的 子 序列 . 在 很 多 场 
合 , 后 一 种 可 能 性 的 出 现 是 一 个 严重 的 障碍 , 因此 , 下 面 考察 的 目 
的 , 是 要 找 出 一 些 条 件 , 反映 这 类 性 态 的 规律 

”我们 回忆 一 下 一 个 取 值 于 度量 空间 中 的 函数 /的 连续 性 定 
义 .根据 定义 , 在 % 连续 是 指 : 对 于 任 一 s>0, 存在 一 个 3 之 0， 
使 得 只 要 |z 一 zo| <5, 就 有 d(F(o)，F(xo))<s。 如 果 可 取 8 不 依 
赖 于 xo, 则 称 了 是 一 致 连续 的 ， 但 在 函数 族 的 情形 , 还 有 另外 一 类 
一 致 性 ， 即 是 否 可 取 8 不 依赖 于 f、 我们 选取 6 来 满足 这 两 方面 
的 要 求 ,这 样 就 引导 到 下 列 定义 ， 

定义 1 族 多 中 的 函数 称 为 在 集合 EQ 上 是 等 度 连续 的 ， 
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当 且 仅 当 对 于 每 一 个 s>0, 存在 一 个 S>0, 使 得 只 要 加 与 GE 忆 ， 
1z 一 Zo| 过 6, 同时 对 于 所 有 的 函数 FE 多 ,都 成 并 BO) ， 太 2o)) 
8 z 

注意 ， 据 这 一 定义 ， 在 一 个 等 度 连续 族 中 每 一 J 本 喘 是 在 
上 一 致 连续 的 . 

现在 回 到 收敛 子 序列 的 问题 。 我 们 的 第 二 个 定义 用 来 刻 划 睫 
有 正规 性 态 的 族 : 

定义 2 族 .多 称 为 在 Q 内 是 正规 的 ， 如 果 函 数 记 E. 多 的 任 
一 序列 {jP} 包含 一 个 在 吕 的 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 的 子 序 列 ， 

这 一 定义 并 不 要 求 收敛 子 序列 的 极限 函数 都 是 多 中 的 函数 


5.2 正规 性 和 紧 致 性 

读者 应 该 注意 到 正规 性 与 Bolzano-Weierstrass 性 质 (第 3 音 
定理 7) 之 间 的 紧密 相似 性 ， 为 使 从 相似 性 更 进一步 , 我 们 需要 在 
函数 空间 上 定义 一 种 距离 (组 成 这 种 空间 的 淫 数 定义 在 HH 上， 取 
值 于 中), 使 得 关于 这 一 距离 的 收敛 性 应 当 与 紧 致 集 上 的 一 致 收 
敛 性 有 完全 相同 的 意义 ， 

为 此 目的 ,我 们 首先 需要 8 的 一 种 用 紧 致 集 BnC8 的 增 序 列 
来 实现 的 穷 举 (exhaustion)， 这 是 指 ，Q 的 每 一 紧 致 子 集 召 应 包 
含 在 一 个 下 中 .构造 有 很 多 可 能 的 方法 为 具体 起 见 , 设 如; 是 
由 8 中 所 有 与 中 心 距离 < 而 至 边界 60 距离 >1/8 的 点 组 成 ， 
显 见 每 一 Br 是 有 界 闭 集 , 因 此 是 紧 致 集 ， 任 一 紧 致 集 五 C0 是 有 
界 的 ,并 且 到 88 有 正 的 距离 ， 所 以 它 包 含 在 一 个 Bs 中 ， 

设 f 与 9 是 定义 在 Q 上 而 取 值 于 5S 中 的 任意 两 个 函数 ， 我 
们 要 定义 这 两 个 函数 之 间 的 一 个 距离 pC(f，g9)， 但 不 要 与 它们 的 
值 之 闻 的 距离 4(f(z), 9(z) ) 相 混 消 ， 为 此 , 先 将 9 换 成 距离 函数 

四 

这 函数 也 满足 三 角 不 等 式 , 并 且 具 有 有 界 的 优点 (第 3 章 第 二 .2 节 
习题 1)。 其 次 , 令 | 
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dn(f, 9)— sup 8(f(2), 9(2)), 
它 可 以 看 作 BB 上 下 与 g 之 间 的 距离 .最 后 ,采用 定义 
p( = Dds(f, 9)2™. (65) 


容易 验证 p(f, 9) 是 有 穷 的 ， 并 且 满 足 距离 函数 所 应 满足 的 所 有 
条 件 ( 第 3 章 第 .2 节 ). 

距离 p(f, 9) 具 有 我 们 期 待 的 性 质 . 首先 假设 在 p- 距 离 的 意 
义 下 fn 一 f. . 于 是 对 于 大 的 nm， 有 pl(fr, 力 <s,， 因此 ,由 (65) 有 
6v( fn 了) 二 2*e, 这 意味 着 在 Zn 上 一 致 地 成 立户- 六 先是 关于 5- 
度量 的 , 因此 也 是 关于 d- 度 量 的 ， 由 于 每 一 个 紧 致 的 妃 包含 于 一 
个 本 之 中 , 故 知 在 召 上 收 伍 是 一 致 的 

反之 ,， 设 f5 在 每 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 到 f。 则 对 任 一 6， 有 
6x(f,, 了 f) 一 0， 而 由 于 级 数 之 SC 1)2 有 一 个 收敛 的 强 级 数 ， 
其 项 不 依赖 于 m”%”， 故 不 难 推 知 (如 在 Weierstrass M 检验 法 中 ) 
plfr, f)—>0. 

我 们 已 经 证 明 关 于 距离 p 的 收敛 性 等 价 于 暴 致 集 上 的 收敛 
性 ， 运 今 为 正 ,我 们 没有 假设 S 是 完备 的 ,但 如 果 辣 是 完备 的 ， 则 
易 知 所 有 取 值 于 S 中 的 函数 组 成 的 空间 就 象 距 离 为 p 的 度量 至 
间 一 样 是 完备 的 ， | 

有 理由 可 以 说 ,我 们 已 经 引进 的 度量 是 任意 的 、 人 为 的 . 然 
而 , 从 我 们 已 经 证 明 的 可 知 , 开 集 与 构造 中 涉及 的 选择 无 关 , 换 言 
之 ,拓扑 具有 一 种 内 歼 的 意义 , 适合 于 解析 函数 理论 的 需要 ， 

现在 回忆 一 下 Bolzano-Weierstrass 定理 , 根据 这 一 定理 ， 为 
使 一 个 度量 空间 是 紧 致 的 ， 必 须 而 且 只 须 每 -个 无 穷 的 序列 具有 
一 个 收敛 的 子 序列 (第 3 章 ， 定 理 7)， 将 这 一 定理 应 用 于 装备 了 
中 离 p 的 集合 .多 ， 就 得 出 结论 : .多 是 紧 致 的 当 生 仅 当 多 巧 正规 
的 , 而 且 极 限 函 数 本 身 属于 多。 另 一 方面 , 如果 乡 是 正规 的 , 则 
它 的 闭 包 .多 ”也 是 正规 的 .于 是 得 到 刻 划 正规 族 的 特征 如 下 .; 

定理 12 为 要 族 .多 是 正规 的 , 其 充分 必要 条 件 是 : 它 的 闭 包 
图 “关于 距离 函数 \65) 是 条 致 的 ， 
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“习惯 上 , 若 有 多 -是 紧 致 的 , 则 称 多 是 相对 紧 臻 的， 这样 , 正 
规 族 和 相对 沦 致 族 证 -- 回 事 ， 

现在 我 们 把 正规 族 概念 同 全 有 界 慨 念 联系 起 来 . 若 . 多 是 正 
规 的 , 则 多- 是 紧 致 的 ,而 根据 第 3 章 定 理 6, 多 是 全 有 界 的 , 因 
此 多 也 是 全 有 界 的 ( 见 第 62 页 的 脚注 )， 按 定义 ， 这 意味 着 ， 对 
任 一 8 之 0, 存在 有 穷 多 个 函数 户 ，…, fnE 多 ,使 得 每 一 个 fE€ 久 ， 
对 某 个 fi, 成立 p(f, 7J)>8s， 反 过 来 ， 如 果 多 是 全 有 界 的 ， 则 
乡 “ 亦 然 . 若 已 知心 是 完备 的 ,， 则 .有 产 -也 是 完备 的 ， 因 庆 是 紧 致 
的 . 换言之, 车 S 完备 ， 则 多 正规 的 充 要 条 件 为 它 是 全 有 界 的 . 

下 面 的 定理 用 S 上 的 原来 度量 而 不 是 用 辅助 度量 p 来 叙述 
全 有 界 和 的 条 件 . 

定理 13 为 要 族 罗 是 全 有 界 的 , 必须 而 且 只 须 对 每 一 个 紧 致 
集 CQ 和 每 一 个 se>0， 可 以 找到 . 户 , …, 户 E. 多 ,使 得 每 一 太 E 
多 , 在 如 上 对 某 个 所 成 立 4d(f, <<2. : 

设 多 是 全 有 界 的 , 则 仓 在 广 ，…， 轧 ,使 得 对 于 任 一 AE€. 多 ， 
pf 方 )<s 对 某 个 方 成 立 . 由 (65) ,这 更 涵 着 在 BB 上 6%C(f，f)) 
<2"e, 或 0 力 ) 二 2 8， 如 果 预 先 固 定 友 因而 能 使 SP ff) 在 
z 上 任意 小 , 则 wj fi) 也 能 任意 小 . 这 证 明了 条 件 的 必要 性 . 

为 证 充分 性 , 取 加 使 ?2<e/2. 依 假设 , 可 以 找到 万 …, 户 ， 
使 得 任 一 JE 多 在 Bi 上 至 少 满足 一 个 不 等 式 8(J， 方 ) 委 CC 
fj) 二 8/2ho， 由 此 可 知 ,， 对 于 hh， 有 cx(j 12) <e/ Who, 而 对 于 
hho, 有 6:(f, f7) 二 4. 从 (65) 得 

plf, fi) <hole/2ho) +2 m+ te 
= 8/2+2-m< a, 
这 正 是 需要 证 了 明 的 ， 


5.3 Arzela 定理 


现在 我 们 来 研究 定义 工 与 定义 2 之 间 的 关系 . 它们 之 间 是 由 
一 条 著名 的 极为 有 用 的 定理 称 为 Arzela 定理 (或 称 Arzela-Asooli 
定理 ) 相 联系 的 ， 
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定理 14 取 值 于 度量 空间 SS 的 连续 函数 族 多 在 复 平面 区 城 
4 中 是 正规 的 , 当 且 仅 当 

(i) 多 在 任 一 紧 致 集 妃 CQ 上 等 度 连续 ; 

(ii) 对 任何 EQ2， 值 f(x)，f EE 多 位 于 5 的 一 个 紧 致 子 集 
中 . 

我 们 给 出 全 的 必要 性 的 两 种 证 明 , 设 .多 是 正规 的 , 象 在 定理 
13 中 一 样 ,确定 户 ，…， 访 ， 由 于 这 些 函 数 的 每 一 个 在 召 上 一 致 
连续 , 故 可 找到 一 个 S>0, 使 得 对 于 拉 、zE 劝 1z 一 z0| 过 6, 就 有 
a(fi(z)，fy(20)) 过 8，j 一 14,，…, 9。 对 于 任何 给 定 的 ,jcE 乡 和 对 
应 的 方 我 们 得 到 

oa( fz), fl20)) EACF 2), fC2)) Td fz), fC20)) 
talfi(20), f (x0)) <<38. 

于 是 中 得 证 . 

“ 另 一 种 不 是 那么 精致 但 不 用 定理 13 的 证 明 如 下 : 阁 了 多 在 思 
上 不 是 等 度 连续 的 , 则 存在 一 个 s>0, 点 列 入 允 E 召 和 通 数 户 E 
多 ,使 得 对 所 有 的 %， 当 Qfr(zr)， fn(2r)) 之 8 时 ,有 | 思 一 各 | 一 0， 
由 于 召 是 暴 致 的 , 故 可 取 {zw} 和 {z 的 子 序列 , 它们 收 全 于 同一 
极限 x"E 加 ,又 由 于 多 是 正规 的 , 故 存在 {fr} 的 一 个 子 序列 , 在 
召 上 一致 收 伍 . 显然 , 我 们 可 以 取 所 有 三 个 子 序 列 使 之 具有 相同 
的 下 标 mw，{fm} 的 极限 函数 了 在 刀 上 是 一 致 连续 的 . 因此 可 以 
找到 及 使 得 从 frm) 到 fz)， 从 (2n2) 到 了 (2,), 以 及 从 于 (25,) 
到 fs.(zs) 的 距离 都 <8s/3， 由 是 可 知 d( f(z%n)， far(2m4)) 达 6, 与 
假设 fn(zn)，fn(zn)) 对 所 有 % 均 之 s 相 矛 盾 ， 

为 证 明 (全 ) 的 必要 性 ,我 们 来 证 明 由 值 f(z), f€ 多 组 成 的 集 
合 的 闭 包 是 紧 致 的 ， 设 {ws} 是 这 一 闭 包 中 的 一 个 序列 . 对 每 一 
wr, 确定 及 EF, 使 (fn(z), ww) 二 1/n， 根 据 正规 性 , 存在 一 个 
收敛 子 序列 {fm.(z)}， 和 序列 fo 收敛 于 同一 值 . 

(全 连同 (iD 的 充分 性 可 用 著名 的 Qantor 对 角 线 法 证 明 . 首 
先 注意 到 在 8 内 存在 一 个 到 处 稠密 的 点 6 的 序列 , 例如 ,具有 有 
理 坐 标的 点 的 集合 ， 从 序列 {yf} 中 我 们 取出 一 个 在 所 有 点 如 上 


00 


收敛 的 子 序 列 . 由 于 条 件 (i), 所 以 要 找 一 个 在 给 定点 上 收敛 的 子 
序列 总 是 可 能 的 。 因 此 可 以 找到 下 标的 一 个 阵列 ， 

RM Ry z 

Wot Nag Ny, z (66) 


LL 


攻关 


使 得 每 一 行 包含 在 它 前 面 的 一 行内 ,并 使 lim fw (Lr) 对 所 及 存 


在 ， 对 和 角 线 序列 {2y} 是 严格 递增 的 , 而 且 最 终 也 是 (66) 中 每 一 行 
的 子 序列 。 因此 {j 是 {fw} 的 一 个 子 序列 ， 在 所 有 点 tw 上 收 
化. 为 方便 计 , 把 7 简 记 为 ww 
现在 考虑 一 个 紧 致 集 刀 CO， 并 设 8 罗 在 马上 是 等 度 连续 的 ， 

我 们 要 证 明 {f,,} 在 召 上 一 致 连续 ,给 定 了 s>0,， 取 5>0, 使 得 
对 于 z、x EB 和 f EZ ,|z 一 z |<6 蕴涵 df(z), f(z ))<s13. 由 
于 恕 是 紧 致 和 的 ， 故 可 用 有 穷 个 5/2 邻 域 履 盖 ， 从 这 些 邻 域 的 
每 一 个 中 取 一 点 如 .存在 一 个 如 使 得 2、7>>2 加 蕴涵 对 所 有 这 些 后 
有 Qu(CD， 思 (5)<s/3， 对 于 每 一 5E 如 中 的 一 个 到 : 
的 距离 小 于 3; 因此 Cj ， 太 (CD )<8/3， 00PC2)， 太 (人 )) 
一 s/3， 这 三 个 不 等 式 给 出 a(f,(z), fr,(z)) 二 s。 由 于 所 有 的 值 
f(z) 属于 的 一 个 紧 致 的 因而 是 完备 的 子 集 ， 故 知 {fn} 在 如 上 
是 一 致 收敛 的 


5.4 解析 函数 族 


解析 函数 取 值 于 有 穷 复 平面 C 中， 因此 ,为 了 将 上 面 的 讨论 

应 用 于 解析 函数 族 , 自然 要 选 S=0, 用 通常 的 欧 氏 距离 . 
C 的 紧 致 子 集 都 是 有 界 闭 集 ， 由 于 这 一 原因 ，Arzela 定理 中 
的 条 件 (i) 当 且 仅 当 值 f(z) 对 每 一 :EQ 均 为 有 界 时 得 到 满足 ,其 
界 可 能 依赖 于 z, 现在 设 条 件 (i) 亦 满足 ,对 于 一 个 给 定 的 zoE0, 确 
定 p 使 得 闭 圆 盘 |z 一 zo <p 含 于 @ 中 .于 是 给 定 的 函数 族 多 在 
| * 203 。 


闭 圆 盘 上 等 度 连续 如 果 在 等 度 连 续 的 定义 中 (<p) 对 应 于 8， 
而 且 对 于 所 有 JE 有 多，|jso)| 委 玉 ， 则 在 |j2 一 ‰|<5 中 |f (8)| 专 
M 十 8， 因为 任 一 紧 致 集 可 以 用 有 穷 个 具有 这 一 性 质 的 邻 域 禾 盖 ， 
故 知 函数 在 每 一 紧 致 集 上 都 是 一 致 有 界 的 ,其 界 依赖 于 这 个 集合 . 
根据 Arzela 定理 , 这 对 于 所 有 的 复 值 函数 正规 族 都 是 正确 的 . 

对 于 解析 函数 , 这 一 条 件 也 是 充分 的 . 

定理 15 解析 顶 数 族 多 关于 是 正规 的 ， 当 且 仅 当 上 中 的 


| 


为 证 明 充 分 性 ， 我 们 证 明 等 度 连 续 性 设 0 是 2 中 一 个 半径 
为 了 的 闭 圆 盘 的 边界 . 若 % 在 0 的 内 部 , 则 由 Cauchy 积分 定 
理 得 / 


ff) (TO 


和 A&0 | f(A 
270 Jo(C—2)(C— 20) 
如 果 在 C 上 |f| 志 MM, 且 若 与 限 在 半径 为 7/2 的 较 小 的 同心 
圆 盘 上 , 则 


f(z2) -f(s0) |< < : 


这 证 明了 在 较 小 圆 盘 上 的 等 度 连 续 性 ， 

设 如是 日 中 一 个 紧 致 集 ， 如 的 每 一 点 是 一 个 图 失 的 圆心 ， 其 
半径 为 7, 如 上 所 述 . 半径 为 Y/4 的 那些 开 圆 盘 组 成 马 的 一 个 开 
覆盖 . 选取 -一 个 有 穷 的 子 覆 盖 , 记 相应 的 圆心 .半径 和 界 为 Zr 
Mr; 设 7 是 rw 中 最 小 的 一 个 ,而 大 是 必 ; 中 最 大 的 一 个 。 对 于 一 
个 给 定 的 s>0, 令 6 为 7/4 与 er7/4M 的 较 小 者 . 如果 |z 一 wo| 过 6, 
而 lxo 一 如 <ra/4 则 |z 一 Ln| 过 5 十 rn/4<<rw/2， 因 此 可 应 用 (67) 
并 得 到 所 要 的 | f(z) —f (%) <4Mro/rs<4MoO/r< ss. 

鉴于 定理 15, 我 们 可 以 弃 去 术语 “关于 6 正规 ， 它 没有 历史 
上 的 正当 理由 。 如 果 一 个 族 具 有 定理 所 说 的 性 质 , 我 们 就 改称 它 
是 局 部 有 界 的 ， 事实 上 ， 如 果 一 个 族 在 每 一 点 的 一 个 邻 域 中 有 界 ， 


则 它 显然 在 每 一 紧 致 集 上 有 界 。 定理 告诉 我 们 , 为 要 每 一 序列 具 
024 。 


《67) 


有 一 个 在 紧 致 集 上 一 致 收敛 的 子 序列 , 其 充分 必要 条 件 是 ; 它 是 局 
部 有 界 的 、 有 趣 的 是 ; 局 部 有 界 性 将 被 导数 所 继承 . : 
定理 16 ”一 个 局 部 有 界 的 解析 函数 族 具 有 局 部 有 界 的 导数 ， 
这 由 导数 的 Cauehy 表示 式 立 即 推 得 。 如 果 是 台中 一 个 
半径 为 的 闭 圆 盘 的 边界 , 则 


FoO=- 二 | fia 


2nd Jo(L—2) 
因此 在 半径 为 7/2 的 同心 圆 盘 中 ,| (zc)| 和 4 是 | 月 在 C 
上 的 界 )。 我们 看 到 确实 是 局 部 有 界 的 . 
当然 ,对 一 阶 导数 正确 的 东西 对 高 阶 导数 也 正确 . 


5.5 经 典 定义 


如 果 一 个 序列 趋 于 ee, 值 不 会 有 大 的 散失 ， 因 而 可 以 雄辩 地 
说 , 为 了 正规 族 的 目的 , 这 样 一 个 序列 应 看 作 是 收敛 的 。 这 是 经 典 
的 观点 , 我 们 将 重新 立 出 我 们 的 定义 , 使 与 习惯 用 法 一 致 ， 

定义 3 宇和 0 的 好 村 本 数组 成 的 族 称 为 是 正规 的 ， 


| 和 
要 间 惠 昌明 


二 当 


基 果 红 们 了 S 为 Riemann 球面 来 证 明 这 一 定义 和 定义 2 一 
致 ,这 样 ,就 可 让 oo 也 是 一 个 可 能 的 值 ,这 意味 着 我 们 可 以 考虑 半 
纯 函 数 的 族 . 不 需要 去 重新 组 织 定义 , 使 之 包括 半 纯 沪 数 的 正规 
族 ,因为 定义 2 不 作 改 变 也 适用 ， 

但 是 有 必要 证 明 一 个 引 理 , 它 将 Weierstrass 定理 和 Hurvwitz 
定理 推广 到 尘 纯 函 数 ( 定 理 革 和 2). 

引 理 ”如 果 半 纯 函 数组 成 的 一 个 序列 在 任 一 紧 致 集 上 按 球面 


和 
是 
和 


| 


没 在 司 于 的 意义 下 了 () = lm 户 (9 我们 知道 在 球面 度量 
中 f(z) 是 连续 的 。 如 果 Feo) 关 co, 则 je) 在 ao 的 一 个 邻 域 中 是 
se 22D 。 


罗 


_ 有 界 的 ， 并 且 对 于 大 的 mw 在 则 一 邻 域 中 函数 户 都 关 co。 由 
Weierstrass 定理 的 普通 形式 可 知 ，f(z) 在 w% 的 一 个 邻 域 中 是 解 
析 的 。 如 果 了 (w%) =220, 我 们 考虑 倒 数 1/F(z), 它 是 1/f(z) 在 球 
面 意义 下 的 极限 .我们 得 出 结论 , 1/f(z) 在 近 旁 是 解析 的 , 因 
此 je 是 半 纯 的 ， 如 果 户 都 是 解析 的 ,并 且 出 现 第 二 种 情况 ,， 则 
据 Hurwitz 定理 , 1/f 必 恒 等 于 零 ， 于 是 了 恒 等 于 co. 

从 引 理 显然 可 见 ， 定 义 8 只 不 过 是 应 用 于 球面 度量 的 定义 2, 

说 一 个 正规 族 的 导数 组 成 一 正规 族 , 那 是 不 正确 的， 例如 , 
考虑 在 整个 平面 中 由 函数 户 =%(2 一 人 组 成 的 族 。 这 族 是 正规 
的 ， 因为 显 见 在 任 一 紧 致 集 上 一 致 地 户 -~>co， 不 过 ， 导数 太 = 
2nz 并 不 组 成 一 个 正规 族 ， 因 对 z 关 0, 及 (2) 趋 于 co， 而 对 “一 0， 
f(z) 赵 于 0. 

按 Arzela 定理 , 半 纯 函数 组 成 的 一 个 族 是 正规 的 , 当 且 仅 当 
它 在 紧 致 集 上 是 等 度 连续 的 ， 因为 这 时 条 件 (i) 显 然 得 到 满足 . 等 
度 连续 性 可 换 为 有 界 性 条 件 . 事实 上 我 们 有 “- 

定理 17 解析 甬 数 或 半 纯 丽 数 f 组 成 的 一 个 族 在 经 典 意 义 


时 


se 2 人 | 


dc, fe0)=—— faD)| 
[CE 二 IF(eD [2) C+ f(s) |213 
不 难看 出 弧 y 关于 f 的 映 象 再 经 球 极 平面 射影, 其 长 度 为 


| pCF C2)) 1azl, 


如 有 朵 在 纹 、 铝 之 间 的 线段 上 , pC 有 MM 则 d(Cf(z), f(z2)) 志 
M |z1 一 z2|， 这 就 直接 证 明了 当 p( 了 ) 局 部 有 界 时 的 等 度 连续 性 ， 
8@ 这 一 定理 属于 FF, Marty。 

20.。 


为 证 必要 性 , 我 们 首先 指出 , p(f) =p(H/ 记 ,这 可 从 简单 计算 
证 明 . 假定 半 纯 函数 的 族 .多 是 正规 的 ,但 p(.P 在 紧 致 集 召 上 不 
是 有 界 的 .考虑 f,€. 的 一 个 序列 ,使 得 p( 户 ) 在 妃 上 的 极 大 值 
趋 于 co， 设 了 为 收敛 子 序列 {f,} 的 极限 函数 ， 绕 着 吾 的 每 一 
点 ,可 找到 一 个 小 的 闭 圆 盘 , 包含 于 2 中 , 在 这 圆 盘 上 , 或 者 1/f 
是 解析 的 ， 若 f 是 解析 的 , 则 它 在 闵 圆 盘 上 有 界 , 由 球面 收敛 性 可 
知 ,只 要 充分 大 , {p 在 圆 盘 内 没有 极点 .于 是 可 用 Weierstrass 
定理 (定理 1) 得 到 结论 ; 在 一 个 稍 小 的 圆 盘 上 , 一 致 地 有 p( 万 ,) 一 
p(f). 由 于 p(f) 是 连续 的 , 故 知 p(f,,) 在 这 较 小 圆 盘 上 有 界 . 车 
1/f 解析 ， 对 p(1/ 记 ,) 作 同一 证 明 ， 结 果 与 p(J,,) 相 同 。 总 括 起 
来 , 由 于 如 是 紧 致 的 ,所 以 召 可 用 有 穷 个 较 小 圆 盘 来 覆盖 ， 于 是 
p《(f。) 在 召 上 有 界 , 与 很 设 矛 盾 ， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


习 是 


1， 试 证 明 , 在 任 一 域 2 内 , 具 正 实 部 的 解析 函数 族 是 正规 的 ， 在 什么 附 
加 条 件 下 , 它 是 局 部 有 界 的 ? . 

[提示 考虑 函数 67.】 

2. 试 证 明 , 函数 所 (n 为 非 负 整数 ) 形成 1z| <1 中 的 一 个 正规 族 ， 又 在 - 
sf > 工 中 亦 然 , 但 是 在 任何 包含 单位 出 周 上 一 点 的 区 域 , 则 不 然 . 

3. 若 f(z) 是 全 平面 上 的 解析 函数 ， 证 明 由 所 有 函数 f(rz) 组 成 的 族 在 
圆 环 "1<|1z| <7s 中 正规 的 充 要 条 件 为 , 了 是 一 个 多 项 式 . 

4. 如 果 解 析 ( 或 半 纯 ) 函 数组 成 的 族 自在 只 中 不 是 正规 的 ,证 明 存 在 一 
点 如 使 得 在 zo 的 任何 邻 域 中 不 是 正规 的 。 

[提示 ， 应 用 紧 致 性 论据 ,] 


® 027 。 


第 6 章 共 形 映照 ，Dirichlet 问题 


在 解析 函数 理论 的 几何 部 分 , 共 形 映照 的 问题 起 着 主导 作用 . 
存在 性 定理 和 和 唯一 性 定理 使 我 们 能 够 不 必 借 助 解析 表达 式 而 定义 
重要 的 解析 函数 ， 而 被 映照 区 域 的 几何 性 质 可 引出 映照 函数 的 解 
析 性 质 . 

Riemann 肌 照 定理 论述 一 个 单 连 通 区 域 映 成 另 一 个 单 连通 
区 域 的 映照 我们 将 给 出 定理 的 一 个 依赖 于 正规 族 理论 的 证 明 . 
要 处 理 多 连通 区 域 的 较 困 难 情形 ， 必 须 解 Dirichlet 问题 ， 它 是 
Laplace 方程 的 边 值 问题 ， 


1 Riemann 上 映 腿 定理 


我 们 要 证 明 ， 单 位 圆 盘 可 以 共 形 地 映 成 平面 中 的 任 -- 个 不 是 
平面 本 身 的 单 连通 区 域 ， 这 意味 着 , 任何 两 个 这 样 的 区 域 可 以 互 
” 相 共 形 映 照 ,由 一 个 映 成 另 一 个 , 因为 我 们 可 用 单位 图 盘 作 为 中 间 
步 双 我 们 将 对 多 边 形 区 域 应 用 这 定理 , 并 在 这 情形 导出 映照 函 
数 的 显 表示 式 . 


1.1 叙述 和 证 明 


虽然 瑞 照 定 理 是 由 Riemann 确切 阐述 的 ,但 第 一 个 成 功 地 证 
明 的 是 了 . Koebe@ .我 们 要 介绍 的 证 明 是 原来 证 明 的 一 个 较 短 
的 变形 ， 

定理 1 ee 2 


和 


二 


各 可 以 导出 映照 定理 的 一 个 有 关 定 理 ， 下 先是 由 W. 让 . Qsgood 证 明 的 ， 但 是 
并 疫 得 到 应 有 的 重视 ， 


228 。 


f(z0) =0, f’(20)>0, 使 得 fz) 定义 一 :个 把 2 映 成 圆 副 wl <1 的 


唯一 性 是 容易 证 明 的 ， 因为 如 果 有 两 个 这 样 的 函 数 方 与 记 ， 
则 户 Lfs (ao 国定 义 一 个 把 | < 工 映 成 自身 的 一 对 一 且 照 .我 们 
知道 , 这 样 一 个 映照 是 由 一 个 线性 变换 SS 给 出 的 (第 4 章 3.4 节 
习题 5). 从 条 件 8(0)==0, SC(0)>>0 可 知 SC(w)= 二 w, 因此 f=f， 
一 个 在 Q 内 解析 的 函数 9(z) 称 为 是 单价 的 (nnivalent)， 如 
采 9( 寻 ) 一 9(%2) 仅 对 和 所 一 za 成立, 换言之, 如 果 g 所 定义 的 映照 是 
一 对 一 的 ( 德 文 为 schlicht, 无 适当 的 英 译 , 已 成 通用 , 意 即 单 叶 ) 
为 证 明 存在 性 ， 考 察 具 有 下 列 性 质 的 函数 9 的 全 体 所 组 成 的 族 
8 多; G)9 在 9 内 解析 而 且 单价 (区 在 已 内 19(2) <1 (iii)g(z) 
一 人 和 9 (xso)>0. 我 们 希望 ， 函 数 f 属 于 多 ,而且 导 数 良 (2%0) 取 
极 大 值 . 证 明 可 分 三 部 分 : (了 证 明 族 多 不 空 ，(2) 存 在 一 个 具有 
最 大 导数 的 函数 J; (3) 这 个 了 具有 所 需要 的 性 质 ， 
为 了 证 明 .不 空 , 注意 , 根据 假设 ， 存 在 一 点 关 co, 它 不 属 
于 4. 由 于 4 是 单 连通 的 ,所 以 可 在 马 内 定义 \ z 一 % 的 一 个 单 
值 分 支 , 记 之 为 h(x)， 这 一 函数 不 能 取 同 一 值 两 次 , 也 不 能 取 符 号 
相反 的 两 值 ，9 在 映照 下 的 象 履 盖 圆 盘 jw 一 h(z0o)| 过 p, 因此 
它 不 与 圆 盘 |w 十 h(z0) | 过 p 相交 ， 就 是 说 ,对 于 zE02, 有 |h(%) 十 
h(z0) | 之 p, 特别 有 21hk(z0) | 之 p. 现在 可 以 验证 函数 
gol?) ~ ey 3 Cy 
属于 族 多， 事实 上 , 由 于 它 是 从 单价 函数 及 用 一 个 线性 变换 而 得 
到 的 , 所 以 它 本 身 也 是 单价 的 .此 外 ， : 
golt0) =0, gol#0) = (p/8) hh eo) | 人 一 >0. 
”最 后 ,估计 | 
hz)—h( zo 2 41h(zo)l 
ey Oe | = [heo)l: Te - pz) +h(eo) < 和 
表明 在 2 内 1yokz) | 志 1. 
导数 9g (zxo)，9gE.G 具有 一 上 确 界 B， 它 先 只 地 说 可 已 是 无 
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大 .存在 一 个 函数 序列 mwE. 多 使 得 gso) 一 如 .根据 第 避 章 冠 
理 12, 族 多 是 正规 的 . 因此 存在 一 个 子 序列 {gn , 它 在 各 紧 致 集 
上 一 致 收敛 于 一 个 解析 的 极限 函数 六 显然 , 在 Q 中 |f(2)|<1， 
f(z0) 一 0， 记 (xzo) 一 B (这 证 明了 了 3 一 +co)。 如 果 能 证 明了 是 单价 
的 , 则 了 必 属 于 .多 ,并 在 处 有 最 大 导数 ， 
首先 , 不 是 一 个 常数 , 因为 , 尹 (zo) =B>0, 任 取 一 点 和 E02， 
考察 消 数 gy(%) = 二 9(2) 一 g(%1),， 9 多 ， 人 它们 在 从 8 去 控 点 红 以 
后 所 成 的 域内 都 关 0， 根 据 Hurwitz 定理 (第 5 章 定理 2), 每 一 
极限 函数 或 者 决 不 等 于 0,， 或 者 恒 等 于 零 . 但 f(z) 一 f(z1) 是 一 个 
极限 函数 ， 它 不 恒 等 于 零 、 因 此 对 于 2 入 必 有 (2) 天 (81), 又 
因 各 是 任意 的 , 这 就 证 明了 是 单价 的 . 
剩 下 来 还 须 证 明 /可 以 取 到 |w| <1 内 的 每 一 个 信 w， 假 设 
对 某 个 wo，|wo| < 二 有 .Fa) wo， 则 因 8 是 单 连通 的 ， 故 可 定 
f (2) — Wo 
“= -Vy 1 — wof (2) WD) 
的 一 个 单 值 分 支 (注意 , 在 一 个 单 连通 区 域内 , 所 有 闭 曲 线 都 同调 
于 零 ， 如 果 在 人 内 ptz) 才 0, 则 可 由 pz)/9 (2) 的 积分 定义 
log gp(z)， 因 而 V7) =exp(310g9(2))). 
显然 了 是 单价 的 , 且 17|<1， 为 了 把 它 规格 化 , 作 
NF'(wo Fs) 一 其 (20 : 
EAE ” 
它 在 % 处 等 于 零 , 且 具 有 一 正 的 导数 . 它 的 值 由 简单 计算 得 
GQ’(z0) 一 了 Fz0)| 1+|2wl| B>B. 


— [F(z0)|” 2V |wol 
这 是 一 个 矛盾 ， 因此 得 出 结论 ，f(%) 取 |w|<1 内 的 所 有 值 w。 于 
是 完成 了 定理 的 证 明 . 
初 看 起 来 ， 好 象 我 们 在 计算 中 得 到 GY (so)> 广 (so) 完全 是 磁 
巧 。 实际 并 非 如 此 ， 因 为 由 (也 和 (2), 我们 可 将 2) 表 成 WW= 
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G(z) 的 一 个 单 值 解析 函数 ,而 GC(z) 将 | 仇 |< 工 映 入 自身 ,因此 , 不 
等 式 | 广 i)| <|1G so) | 是 Schwarz 引 理 的 一 个 推论 ， 
定理 1 的 纯 拓扑 含义 从 它 本 身 就 显 出 重要 性 .我们 现在 知 
道 , 任 一 单 连通 区 域 可 以 拓扑 地 映 成 一 圆 盘 (对 于 整个 平面 , 可 以 
通过 一 个 极 普 通 的 函数 映 成 圆 盘 ), 因此 , 任何 两 个 单 连通 区 域 在 
拓扑 上 是 等 价 的 。 


习 题 


1. 如 0 是 实 的 , 而 名 是 一 个 关于 实 轴 对 称 的 区 域 , 试 由 唯一 性 定理 证 
明 了 满足 对 称 关 系 了 (3)==f (8).- 
2. 如果 中 关于 点 so 对 称 , 相 应 的 结论 是 什么 ? 


1.2 边界 性 态 


我 们 假设 f(z) 定 义 一 个 把 域 8 映 成 男 一 域 从 的 共 形 映照 . 
要 间 当 2z 趋 近 于 边界 时 会 发 生 什么 情况 ? 在 有 些 情况 下 ,边界 的 
性 态 可 以 非常 精确 地 预言 . 例如 , 夺 2 和 2 都 是 Jordan 区 域 @， 
则 了 可 以 扩张 成 将 虽 的 闭 包 映 成 8 -的 闭 包 的 一 个 拓扑 映照 。 遗 
性 的 是 ， 考 虑 到 篇 幅 的 限制 ， 我 们 不 能 介绍 这 一 重要 定理 的 证 明 
(证 明和 需要 相当 充分 的 准备 ). 

我 们 能 够 而 且 要 证 明 一 个 纯 拓扑 合 义 的 非常 冲 素 的 定理 . 首 
先 我 们 来 弄 清 楚 “x 趋 于 2 的 边界 这 一 说 法 的 意义 。 有 两 种 情 
祝 : 我 们 可 以 考虑 2 中 的 点 列 {zs}, 或 者 可 以 考虑 弧 z(t), 0<t< 
1, 使 得 所 有 的 z( 纪 都 位 于 人 中， 如 果 点 % 或 x 四 最 终 与 9 中 的 
任何 点 保持 远离 , 我 们 就 说 点 列 或 弧 趋 于 8 的 边界 。 换言之 , 如 
果 zE8, 则 存在 一 个 a>0 和 一 个 mm 或 to, 使 得 n>nmo 时 就 有 
| 久 一 Z| 之 8， 或 使 得 对 所 有 的 i 汪 好 都 有 |z(!) 一 z| 之 s. 

在 这 一 情况 下 , 以 2 为 圆心 ,se。( 可 能 依赖 于 2) 为 半径 的 圆 盘 

@ 已 经 知道 ,虽然 不 是 那 末 容 易 证 明 ,一 条 Jordan 曲线 (第 3 章 3.1 节 ) 将 平面 
”恰好 分 成 两 个 区 域 ,一 个 有 界 ,一 个 无 界 ， 那 有 界 的 区 域 就 称 为 Jordan 区 域 . 
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组 成 2 的 一 个 开 覆盖 ， 由 此 可 知 , 任何 紧 致 子 集 玉 CQ 必 为 有 穷 
多 个 这 些 贺 航 所 覆盖 ， 如 考虑 相应 的 mw 或 b 的 最 大 数 ， 则 知 %% 
或 2 纺 当 mw%>9%o 或 1 汪 > 如 时 不 能 属于 K， 通 俗 地 说 , 对 于 任 一 紧 
致 集 玉 CQ, 存在 点 列 或 弧 的 一 个 尾巴 , 它 不 与 玉 相交 ， 反 之， 
这 蕴涵 着 原来 的 条 件 , 因为 如 果 zEQ 是 给 定 的 , 则 可 选取 为 以 z 
为 圆心 而 含 于 2 内 的 一 个 半圆 盘 ， 若 这 圆 盘 的 半径 为 , 则 原来 
的 叙述 对 任何 8 过 p 为 真 ， 
有 了 这 些 准 备 , 我 们 要 证 明 的 定理 几乎 就 不 证 自明 了 ， 
或 * 八 趋 于 加 的 边界 , 则 {f(x)} 或 zt)) 赵 于 G 的 边界 . 
事实 上 , 设 下 是 8 中 的 一 个 紧 致 集 ， 则 广 !( 尼 ) 是 2 中 的 
一 个 紧 致 集 , 且 存 在 no (或 如 ) 使 得 对 mw>m (或 > 如 ， 有 和 (或 
z(t)) 不 属于 广 :( 民 )。 但 是 这 样 fsw) [或 f(z(t))] 就 不 属于 K 
了 . 
虽然 这 定理 是 拓扑 的 ， 但 对 我 们 有 重大 意义 的 是 对 共 形 映照 
的 应 用 . z | / 


1.8 反射 原理 的 应 用 


如 果 我 们 有 更 多 的 信息 , 那 就 可 能 有 更 强 的 叙述 , 我们 主要 关 
心 的 是 单 连 通 区 域 ,因此 可 假设 区 域 之 一 是 一 个 圆 番 .用 工 .I 节 的 
同一 记 法 , 设 f(%) 定义 一 个 将 区 域 2 映 成 单位 圆 盘 的 共 形 映照 ， 
满足 规格 化 条 件 .fso) = 二 0 (导数 的 规格 化 是 无 关 紧要 的 )。 我 们 


. ”将 用 反射 原理 (第 4 童 ,定理 26) 来 导出 胃 外 的 信息 . 


设 9 的 边界 包含 一 直线 段 >。 必要 时 通过 旋转 , 我 们 可 以 假 
设 > 位 于 实 轴 上 ， 假 设 它 是 区 间 a 过 zx<5、 这 样 的 假设 仅 当 边界 
的 其 余部 分 保持 远离 y 时 才能 导致 重要 的 简化 ， 由 于 这 一 原因 ， 
我 们 要 强化 这 假设 并 要 求 7 的 每 一 点 有 一 个 邻 域 ， 它 和 整个 边界 
99 的 交 就 与 它 同 7 的 交 一 样 ， 这 时 就 说 y 是 一 自由 边界 弧 《free 
boundary arc). 


根据 这 一 假设 ，y 上 的 每 一 扣 是 一 个 圆 盘 的 中 心 ， 这 贺 盘 与 
* 232 。 


08 的 区 是 蕊 的 实 直 径 ， 显然 , 由 这 一 直径 确定 的 每 一 个 半圆 盘 ， 
或 者 完全 在 2 内 , 或 者 完全 在 2 外 , 而 至 少 有 一 个 必 在 内、 如 
朱 只 有 一 个 在 2 如 内， 我 们 就 称 这 点 是 单 边 边界 点 ， 如 果 两 个 都 在 
2 内 ,就 称 它 为 双边 边界 点 .由 于 7 是 连通 的 ,所 以 它 的 全 部 点 将 
是 同一 类 型 的 ， 因 此 我 们 就 说 Y 是 一 单 边 边 界 弧 或 双边 边界 
弧 ，. 

定理 3 汪汪 下 中 边 田 包 仿 一 伐 忆 7 作为 它 2 由 


和 
名 和 


学 和 和 


对 于 双边 弧 , 只 要 稍 作 明 显 的 修改 ;, 即 得 同样 的 定理 成 立 . 

为 了 证 明 , 考察 一 个 以 xo€EY 为 圆心 的 圆 基 , 它 是 这 样 小 ,以 
致 在 Q 中 的 一 半 并 不 包含 适合 f(z) 一 0 的 点 和 。 于 是 在 这 半 个 
圆 盘 中 ，log .六 2) 有 一 单 值 分 支 , 它 的 实 部 在 z 趋 近 于 直径 时 趋 于 
”0, 因为 由 定理 2 知道 |f(z)| 趋 于 1， 于 是 由 反射 原理 ,log f(z) 
有 一 个 到 整个 圆 盘 的 解析 延 拓 ， 因 此 log f(z), 从 而 了 (2) 在 zo 处 
解析 .到 重 迭 圆 盘 的 延 拓 必 互相 重合 ， 并 定义 一 个 在 QU7y 上 解 
析 的 函数 . 

我 们 还 注意 在 yY 上 六 () 关 0， 事 实 上 , P(oo)=0 将 意味 着 
了 (wo) 是 一 个 重 值 ， 这 时 YY 的 两 段 相 遇 在 ze 的 子 弧 将 上 映 成 两 段 形 
成 角 zw/m ,rn 之 2 的 狐 , 这 显然 不 可 能 。 例 如 ,和 独 上 半圆 盟 在 2 中 ， 

则 在 Y 上 有 
Ologlf|/0y~= —0Oarpgf/Or<0, 

故 argf 在 同一 方 右 不 断 移 动 。 这 就 证 明了 在 yY 上 喘 照 是 一 对 一 
的 ， 

这 定理 可 以 推广 到 自由 边界 弧 在 一 圆周 上 的 区 域 。 经 过 明显 
的 修改 , 这 定理 对 双边 边界 弧 亦 成 立 . 


1.4 解析 弧 
一 个 定义 在 区 间 c<t<2 上 的 实 函 数 或 复 函 数 gp(L) 称 为 是 
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详解 析 的 (或 在 实 的 意义 下 解析 )， 是 指 . 对 于 区 间 中 前 任 一 个 如 
Taylor 展开 式 


p(t) =p(to)+p (#0) (t— to) 二 二 9 《to) 起 一直 7 六 十 全 


在 某 个 区 同 ( 如 一 p, 如 二 pP)(p>0) 中 收敛 . 但 这 时 岂 Abel 定理 可 
知 ,只 要 it 一 引 | 志 p, 级 数 对 二 的 复 值 也 收敛 , 并 表示 该 圆 盘 中 的 一 
个 解析 函数 .在 互相 重 迁 的 圆 盘 中 , 各 函数 都 是 一 样 的 , 因为 它们 
在 实 轴 的 一 段 上 互相 重合 ， 因 此 , p(t) 可 以 定义 为 在 一 个 关于 实 
轴 对 称 并 包含 线段 (a, 5) 的 域 4 中 的 解析 函数 . | 

在 这 些 情况 下 ,我 们 说 p(t) 确定 一 个 解析 统 . 如 果 g/( 们 到 0， 
它 是 正则 的 如果 VB(b) 一 92(t) 仅 当 刀 一 轨 时 成 立 ， 它 是 一 个 简 
单 弧 . 

假设 Q 的 边界 包含 一 个 正则 的 简单 解析 弧 y, 并 设 它 是 一 自 
册 的 单 边 弧 . 定义 可 以 仿照 前 面 的 定义 来 前 述 , 但 为 了 避免 元 长 
的 解释 , 我 们 可 以 暂时 假设 存在 一 个 关于 区 间 (a, 5) 对 称 的 域 4， 
具有 性 质 ; 当 t 位 于 4 的 上 半 部 分 时 , p(t) E09, 而 当主 在 下 半 部 
分 时 , p (0 落 在 0 的 外 面 . 

如 果 f(z) 是 使 f(zo) =0 的 映照 函数 , 并 设 p(#) 在 4 中 天 %%， 


则 由 反射 原理 ，log f(gp(t)) 从 而 lo 人 多] 具有 一 个 从 4 的 上 半 - 


部 分 到 下 半 部 分 的 解析 延 拓 ， 对 于 实 的 jcE(c, 5), 我 们 还 有 
g(t0) 关 0, 因此 9 在 p(io) 的 一 个 邻 域内 有 解析 的 反 丽 数 o-L 综 
合 起 来 ,就 知 f(z) 在 该 邻 域内 解析 . | 

定理 4 和 腔 人 的 站 四 色 人 条 自由 学 雪 >， 区 史 


“希望 读 者 将 最 后 的 定理 写 得 更 精确 ， 并 完成 其 证 明 . 


2 多边形 的 共 形 映照 


车 0 为 一 多 边 形 , 则 映照 问题 有 一 个 几乎 是 明显 的 解 ， 事实 
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上 ,我 们 将 看 到 , 映照 函数 可 以 通过 一 个 公式 来 表 出 ,在 其 中 , 具有 
菜 些 参 数 具有 依赖 于 多 边 形 特定 形状 的 值 . 


2.1 在 角 上 的 性 态 


设 9 是 一 个 有 和 界 的 单 连 通 域 ， 其 边界 蚌 一 条 不 自 交 的 闲 扩 
线 . 设 按 正 的 循环 次 序 , 相继 的 顶点 为 名, 加 ( 令 如 41 一 21)， 在 
ZN 处 的 第 由 arg(22-1 一 5) 人 2 一 护 ) 的 值 给 出 , 其 值 在 0 与 3 之 
间 . 我 们 记 它 为 aww(0<ay<2). 引进 外 角 

Br 一 (一 ap) (—1<Bs<1) 
也 是 方便 的 ， 注意 及 十 … 十 B4 一 2。 多 边 形 是 是 的 ， 当 和 且 仪 当 有 所 
有 的 Bx>0. 

由 定理 3 知道 ， 上 映照 函数 f(z) 可 以 延 拓 到 多 边 形 的 任 一 边 
(就 是 说 , 到 两 相 邻 顶点 之 间 的 开 直 线段 ) ,而且 每 一 边 以 一 对 一 的 
方式 映 成 单位 贺 的 一 段 弧 . 我 们 要 证 明 , 这 些 味 是 互 不 相交 的 , 而 
且 在 它们 之 间 没 有 空隙 . 

为 此 , 考察 一 个 贺 户 形 Sx, 人 它 是 2 与 中 心 在 名 的 一 个 充分 小 
圆 鼻 的 交 . 5 二 (z 一 2%)™ 的 一 个 单 值 分 支 将 Sr 映 成 半圆 盘 心 . 
4 十 ge 的 一 个 适当 分 支取 值 在 中 ， 我 们 可 以 考虑 5 中 的 函数 
9(6) 一 f (exte”). 由 定理 2 可知, 当 5 趋 近 于 直径 时 ,| 9 一 工 ， 
应 用 反射 原理 ， 就 得 出 结论 : 9(5) 具有 一 个 到 整个 圆 盘 的 解析 延 
拓 . 特别 , 这 意味 着 , 当 2z 一 条 时 ,大 z) 有 极限 ww 一 e**, 而 对 应 于 
相遇 在 图 的 两 弧 确 实 有 一 个 公共 端点 。 由 于 当 % 党 正 方 回 摘出 
边界 时 , arg .F2) 必 是 递增 的 ,所 以 这 些 弧 不 会 重 和 欠 , 至 少 在 wi 的 


图 6-1 多 边 形 的 共 形 映 申 
es。 235 。 


一 个 邻 域 中 不 会 重 欠 .如果 考 虑 到 上 了 将 边界 映 成 绕 原点 的 环绕 次 
数 为 工 的 一 条 曲线 ， 那 就 容易 得 出 结论 ， 所 有 的 弧 都 是 互 不 相交 
的 换言之, f 可 以 延 拓 为 将 82- 映 成 闭 单位 圆 盘 的 同 胚 映照 ,项 
点 入 变 到 点 ws， 边 对 应 于 这 些 点 之 间 的 弧 ( 图 6-1)。 


2.2 Schwarz-Christoffel 公式 


我 们 要 建立 的 公式 不 是 关于 函数 了 而 是 关于 它 的 反 函 数 的 ， 
这 到 函数 记 为 了 

定理 5 将 jw|<1 共 形 地 映 成 角 为 awr(%=1，…, nm) 的 多 
边 形 的 函数 * 一 已 (wo)， 必 有 形式 ; 


Fw)=0| ww) -mdwt0, (8) 
其 中 Bs 二 1 一 ax, ww 是 单位 圆 上 的 点 ，C 与 0' 是 复 常数 . 


在 上 一 节 2.1 中 讨论 的 函数 g(6) 一 f (zw 十 6”) 在 原点 解析 , 它 
具有 Taylor 展开 式 


je 二 to) = wrt PD an". 
这 里 o1*0, 否则 , 半圆 盘 8' 的 象 就 不 能 包含 在 单位 圆 盘 之 中 , 所 
以 这 个 级 数 可 以 进行 道 运算 , 令 ww 一 (sz 二 ge)， 就 得 到 
C= Dbnlw—u)", 

其 牛头 0， 展 开 式 在 的 一 个 令 域 中 有 效 . 作 oy 次 医 ， 我们 得 
到 关于 反 函 数 的 表示 式 

Fw) —%% = (W— wp) GR), : 
其 中 Gs 在 ww 附近 解析 且 关 0， 经 微分 可 知 玉 (Ww) (ww 一 wp)* 在 
Wg 处 解析 且 大 0， 因此 乘积 

H(w)=F’'(w) II (w— to 4 (4) 
在 单位 闭 圆 扒 中 解 术 且 关 0. 

我 们 断定 如 (wv) 在 实际 上 是 个 常数 . 为 此 我 们 来 检查 一 下 当 

一 6 位 于 单位 圆 上 wx 一 6 与 zsd=etm 之 间 时 . 吾 (w) 的 幅 角 ， 
。236。 


我 们 知道 , arg 太 (eio) 等 于 单位 圆 在 or 的 切线 与 它 的 象 在 P(e) 
的 切线 之 间 的 夹 角 ; 我 们 把 这 简 记 为 arg 了 一 argdF 一 argdw， 但 


g 是 常数 ,因为 也 描 出 一 条 直线 , 而 arg dw 一 0 十 己 . 因子 ww 一 w 
可 以 写成 9 一 o% 一 26oketo9/sin 到 (9 一 名 )， 因 此 它 的 幅 角 是 已 
加 一 个 常数 (这 从 几何 上 看 也 是 明显 的 )， 把 (4) 式 右 端的 所 有 因 
子 的 幅 角 加 起 来 , 我 们 就 看 到 arg 豆 (w) 与 一 9+ (Bu). 吕 =0 相 


差 一 常数 ， 因 此 arg 囊 (oO) 在 人 如 与 rt 之 间 是 常数 ,但 因 它 
连续 的 ， 所 以 它 在 整个 单位 圆 上 必 为 常数 ， 由 极 值 原 理 可 知 
arg 刀 (wu) =Im log H (w) 在 单位 圆 内 部 是 常数 , 因此 吾 (w) 是 党 
数 ， 
我 们 现在 已 经 证 明了 
CO) 一 C I (wo 一 to 人 


作 积 分 即 得 公式 (3). 

我 们 指出 ,单位 圆 的 线性 变换 可 使 我 们 把 点 wx 中 的 三 个 , 例 
如 wa ws, ws 变 到 预先 指定 的 位 置 。 对 于 n=3, 除了 平凡 的 区 量 
变换 外 ,映照 孙 数 只 依赖 于 角 ; 这 民 时 这 本 2 即 具 有 同样 
角 的 三 角形 都 相似 ,对 于 mw%>3, 余下 的 常数 ws,…, ws 或 它们 的 
幅 角 9G 称 为 问题 的 配 连 参数 (accessory paramoter). 只 有 在 极 
少数 情形 它 们 才能 不 用 数值 计算 确定 . 

如 时 给 内 以 任意 的 值 , 则 容易 验证 形 如 (3) 的 函数 把 单位 贺 
映 成 一 条 闭 折 线 , 但 通常 无 法 说 出 它 是 否 自 交 ， 如果 它 不 自 交 , 那 
就 不 难 证 明 由 (3) 给 出 的 五 (w) 产生 一 个 映 成 闭 折线 内 部 的 一 对 
一 映照 (精确 的 证 明 要 用 到 幅 角 原理 ). 

公式 (3) 称 为 Schwarz-Christoffel 公式 这 一 公式 的 另 一 形 
式 可 用 来 将 上 半 平 面 映 成 一 个 多 边 形 的 内 部 . 从 Lmw>0 到 & 
的 映照 函数 可 以 写成 形式 ， 


F(w) = o|. I (we- Ed tO (5) 


其 中 如 是 实 的 ， 最 后 的 指数 Bs 在 公式 中 并 不 明显 出 现 , 但 可 由 
B4 一 2 一 《Bi 十 … 十 Bn-1) 确定 , 而 且 和 其 他 指数 一 样 , 它 应 满足 条 
件 ， 一 1<B, 二 I， 于 是 推 知 积分 (5) 对 w=oo 收敛 ， 而 在 ce 的 点 
对 应 于 角 为 mer， om 一 1 一 Bs 的 一 个 顶点 。 如果 Bs 一 0, 则 这 个 顶 
点 徒 有 其 表 , 多 边 形变 成 nn 一 1 边 形 . 


习题 


1. 证 明 (3) 中 Bs 可 变 为 = 一 4， 它 的 几何 意义 是 什么 ? 

3. 如 果 多 边 形 的 一 个 项 点 可 以 在 "， 则 会 式 须 作 什么 修改 ? 如 果 在 这 
情况 下 Bx 一 1, 问 多 边 形 将 如 何 ? 

3. 证 明 将 贺 盘 映 成 平行 条 ,或 映 成 有 两 个 直角 的 半 条 形 映 照 , 可 以 作为 


Schwarz-Christoffel 公式 的 特殊 情形 得 出 . 


4. 试 导 出 公式 (5), 可 直接 导出 ,也 可 借助 于 (3)。 
5， 证 明 Fw) = | ~w)-" dw 
将 |w| <1l 映 成 一 个 正 % 边 形 的 内 部 . 


6， 试 确定 一 个 将 上 半 平 面 映 成 域 
QQ=12=7X+y; 7>0, y>0, min(z, y) <1} 


的 共 形 映照 . 


9.3 上映 成 矩形 的 映照 


如 果 如 是 一 矩形 ， 可 在 (5) 中 选取 =0， za 二 1 “p>1. 

这 样 , 映照 函数 为 
W ow 
Fw) =| V ww—1)(w—p) ’ 

这 是 一 个 椭圆 积分 . 为 明确 起 见 , 我 们 决定 Vw、Vw 一 1、Vw~p 
的 值 都 位 于 第 工 象限 . 为 详细 研究 这 个 映照 ,我 们 来 看 当 忆 在 实 
轴 上 变化 时 F(w) 的 变化 情况 . 当 包 是 实数 时 , 每 一 个 根 式 或 者 
为 正 数 ,或 者 是 虚 部 为 正 的 纯 虚 数 ( 除 了 平方 根 为 0 的 点 以 外 ). 当 
0 一 2< 工 时 ,有 一 个 平方 根 是 实 的， 两 个 于 万 很 是 虚 的 ， 因此 Fw) 
从 0 递减 到 值 -天 ,这 里 


eg 。 


- {i at 
“| re 机 


对 于 4<w<p, 只 有 一 个 虚 的 平方 根 , 由 此 可 知 这 积分 从 工 到 刀 是 
纯 虚 数 , 虚 课 为 仙 ， 所 以 了 了 (ww) 将 从 一 K 垂直 向 下 到 一 KK 一 多 ， 
2, {fe :dt 
K -| IDD 
对 于 w>>p, 被 积 式 是 正 的 ， 了 PF(w) 以 正 向 描 出 一 水 平 线段 , 它 的 端 
尽 有 多 远 ? 由 于 象 应 该 基 一 个 矩形 ,所 以 它 必 然 中 上 北 于 一 2K', 但 
我 们 要 加 以 直接 证 明 . 一 个 办 法 是 将 线段 长 度 用 积分 表示 为 


「 at 

f ~ ti(t—1)(t—p) 

经 变量 变换 i 一 (p 一 w)/(1 一 ,这 个 积分 就 变换 到 (6). 但 是 容 
” 易 看 到 ,由 Cauchy 定理 得 


co ut 

[J 

这 是 因为 沿 半 和 钾 为 及 的 半圆 周 的 积分 当 有 R 一 oo 时 趋 于 0， 其 实 

部 等 于 0 就 意味 着 各 水 平 线段 都 相等 .而 从 其 虚 部 等 于 0 得 知 

一 co<w<0 映 成 从 一 多 "到 0 的 线段 .这 样 ,矩形 就 完全 了 . 
通常 更 为 可 取 的 是 使 用 一 个 表示 矩形 双重 对 称 性 的 公式 .可 

将 矩形 的 顶点 对 应 于 点 土 + 与 土 1/%, 这 里 0<8<I1，、 由 于 一 个 


管 数 因子 无 关 肥 要 , 故 可 取 映 照 为 
w 020 
Pw) -| TT ry Cn 
并 令 和 I 一 局 与 VI 一 Wa? 都 有 正 的 实 部 ， 于 是 可 以 看 到 矩形 的 


K-| -一 
LV (L(t)’ 


pr dt 
-| VI 
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上 六 平面 的 象 是 图 6-2 中 的 阴影 矩形 Re， 了 的 反 函 数 记 为 


ml w 一 了 (2);， 它 定义 在 Ro 中 ， 并 
| | .| | 


”可 延 拓 成 将 闭 矩 形 映 成 团 的 半 
平面 的 一 个 一 对 一 颈 照 ( 具 
一 十 Riemann 球面 的 拓扑 )。 注意 
四 2 一 4 下 对 应 于 co 
一 下 反射 原理 可 使 我 们 将 f 的 
二 一 一 一 上 -定义 拓展 到 相 邻 的 矩形 已 与 
Rs, 即 对 2E By, 令 f(z)=f(2), 
对 ZE Ba, 令 f(2) 一 (KK 一 2)， 类 似 地 可 从 及 或 过渡 到 Rs; 
延 拓 由 f(z) 一 f( 民 一 z) 给 出 。 反 射 的 过 程 显然 可 以 继续 进行 , 直 
至 f(z) 定义 为 整个 平面 上 的 一 个 亚 纯 函 数 为 止 ， 用 周期 性 来 定 
义 延 拓 可 能 更 方便 些 , 因为 延 拓 函 数 必须 满足 关系 
f+2K)=f(2), f+26K')=f(). 

我 们 已 经 证 明 椭圆 积分 (7) 的 反 和 函数 是 一 个 周期 为 2 与 
2%K' 的 亚 纯 函数 。 这 样 的 函数 称 为 椭圆 函数 .椭圆 积分 与 椭圆 
函数 之 间 的 联系 是 由 Gauss 发 现 的 ， 但 没有 发 表 ， 后 由 Abel 与 
Jacobi 重新 发 现 。 


习 题 


1， 试 证 明 公 武 (7) 给 出 fF(%)==iK' 
2， 试 证 明 下 = 玉 ' 的 充 要 条 件 是 %=(V 3 一 1》. 


3、 试 证 明 (2)、f(z+ 玉 ) 与 f(z+i') 都 是 # 的 奇 函 数 ,而 了 (s+ 下 与 


jz 十 于 十 泡 ' 是 偶 函 数 ， 


3.4 Schwarz 的 三 角形 函数 
上 兴 平 面 由 
Fw) -| voi (由 一 二 )oa 一 1 da 
0 
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车 一 一 


决 成 一 个 三 角形 ,其 角 为 air，asr,， aa. 前 已 指出 ， 这 里 没有 配 

通过 对 边 的 反射 , 反 函 数 f(z) 仍 可 延 拓 到 相 邻 的 三 角形 。 如 
同 在 短 形 的 情形 一 样 ,这 个 导致 一 个 亚 纯 甸 数 的 过 程 特别 有 意义 . 
而 为 次 导致 亚 纯 阔 数 ， 必 要 条 件 是 ， 对 相交 于 一 点 的 各 边 的 重复 
反射 最 终 需 经 偶数 步 回 到 原来 的 三 角形 。 换言之 , 角 必 须 具有 形 


式 一 ， 一 ， pa 分 母 均 为 整数 ， 初 等 的 推理 表明 满足 条 件 


ll 
的 上 只 有 三 重组 (8, 8,， 38)、(2, 4, 4) 与 (2, 3,。6)、 它 们 分 别 对 应 于 
等 边 三 角形 , 等 腰 直 角 三 角形 , 和 和 半 等 边 三 角形 ， 
容易 验证 ,在 每 一 情形 下 , 三 角形 的 反射 象 填 满 平面 , 没有 重 
迭 , 也 没有 空 阶 .这 表明 映照 函数 确实 都 是 亚 纯 函数 的 约束 , 称 为 
Schwarz 三 角形 函数 . 
希望 读者 为 三 种 情形 的 每 一 种 画 一 个 三 角形 网 的 图 ， 于 是 可 
以 看 到 , 每 个 三 角形 函数 具有 一 对 周期 , 它们 的 比 不 是 实数 ， 因 而 
是 一 个 杭 圆 孙 数 。 作为 一 个 练习 , 希望 读者 确定 一 下 在 由 周期 所 


张 成 的 平行 四 边 形 中 共有 多 少 个 三 角形 . 


3 调和 转 煞 的 进一步 观察 


我 们 已 经 在 第 4 章 第 6 节 讨 论 过 调和 函数 的 一 些 基本 性 质 , 
那 时 ,为 方便 起 见 , 使 用 了 一 个 比较 粗糙 的 定义 ,， 邯 只 要 求 所 有 二 
阶 导 数 应当 连 续 的 定义 。 这 对 证 明 均 值 性 质 已 经 足够 了 , 而 从 均 
值 性 质 又 可 导出 Poisson 表示 与 反射 原理 . 现在 ， 如 果 我 们 以 均 
值 性 质 而 不 是 以 Laplace 方程 为 出 发 民 ， 则 可 得 到 更 为 满意 的 理 
论 . 
在 这 方面 ， 我 们 还 将 导出 一 个 关于 调和 函数 单调 序列 的 重要 
定理 ,通常 称 为 Harnack 原理 . 
* 241 。 


3.1 具有 均值 性 质 的 函数 


设 w(z) 是 域 2 中 的 一 个 实 值 连续 函数 ， 我 们 说 和 满足 均值 
性 质 , 如 果 当 圆 鼻 |z 一 %| <7 包含 于 2 中 时 ,有 


1 ig 
v(Yo0) = 元 | wz0 十 962)00O (8) 


我 们 在 第 4 章 中 证 明了 均值 性 质 列 洱 者 极 值 原理 ， 实际 上 ,仔细 
检查 一 下 证 明 可 知 ， 只 要 假设 (87 对 充分 小 的 7, 7 过 ro 成 立 就 够 
了 , 这 里 其 至 允许 ro 依赖 于 zo。， 我们 重 述 结论 如 下 : 具有 这 一 人 性 
质 的 连续 函数 如 果 不 化 为 常数 就 不 能 取 到 一 个 相对 极 大 (或 极 
小 ) 

我 们 早已 证 明 , 每 一 调和 函数 满足 均值 条 件 , 现在 我 们 要 证 明 
下 面 的 逆 ， 

又 ， 需 要 满足 的 条 件 只 是 对 充分 小 的 ?说 的 . 如 有 果 4 满足 
(8)， 则 %% 与 任 一 调和 函数 的 差 也 满足 (8) .假设 圆 盘 包含 于 & 有 
定义 的 区 域 9 中 .应 用 Poisson 公式 (第 4 章 第 6.3 节 ), 我 们 可 
以 作 一 个 函数 v2(z), 它 对 1z 一 %| <<p 是 调和 的 ， 在 12 一 Z| 一 p 上 
连续 并 等 于 %(#)。 将 极 值 原理 应 用 于 4 一 %, 这 意味 善 在 整个 贺 盘 
中 尺 (z) =9(z), 因 而 ww(%) 是 调和 的 . 

定理 6 的 言 外 之 意 是 .我们 可 以 把 调和 函数 定义 为 具有 均值 
性 质 的 连续 函数 ， 这 样 的 函数 自动 地 具有 各 阶 连续 导数 ， 并 满足 
Laplace 方程 . 

类 似 的 推理 表明 , 即使 没有 条 件 (8)， 关于 导数 的 假设 可 以 放 
松 到 相当 程度 .只 假设 wz) 是 连续 的 , 并 设 导 数 Do1[2w Ow/ 0 
存在 并 满足 hu=0。， 用 上 面 的 同一 记号 ,我 们 来 证 明 函 数 

太一 V 一 4 十 8(2 一 2o) 7 ，8>>0 

必 服 从 极 大 值 原理 ， 事 实 上 , 如果 矿 有 一 极 大 值 , 则 从 微 积 分 法 
则 ,我 们 有 8 /6 和 0 0%V/6y 入 0 因而 在 该 点 上 ，47 和 0， 另 
一 方面 ， 
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4 太一 4 必 一 如 二 2s 一 28>0 
这 矛盾 表明 了 极 大 值 原理 成 立 ， 这 样 就 可 以 得 出 结论 : 在 圆 盘 
1 一 加 | < 上 , Ww 一 0 十 2(% 一 wo) ?8p', 令 8 欧 于 零 , 襄 得 wu<0, 同 
样 可 证 明 相 反 的 不 等 式 .、 因 此 % 是 调 禄 的 全 . 


3.2 JHarnack 原理 


我 们 记得 ，Poisson 公式 (第 4 章 6.8 节 ) 使 我 们 可 以 将 一 个 
调和 函数 用 它 在 一 个 圆周 上 的 信 米 表 出 ， 为 了 适应 目前 的 需 
我 们 把 它 写成 形式 

9 一直 | 下 2 po") dd (9) 
其 中 |z| =-r<p 而 4 假定 在 |z|<p 中 调和 (或 对 |z| <p 调和 ,对 
jz 和 po 连续 )， 联 系 初 等 不 等 式 


pP 一 7 < pr pp 十 z 
pr ~ poe ~ p—ef (10) 
的 右 端 , 公式 (9) 给 出 估计 
wo) | < | flpe) Ie. 


如 果 已 知 Cpe*) 之 0, 那 末 也 可 用 (10) 的 第 一 个 不 等 式 , 得 到 一 个 
双重 信 计 


2 1 A dg 
a7 oT7) ud uz) < —), “6. 


但 wlpe”) 的 算术 平均 等 于 (0)， 于 是 最 后 得 到 下 面 的 上 界 与 下 
淹 ， 


一 UE) A < 2 (0) ， (1 ) 


这 是 Harnack 不 由 我 们 要 着 重 指出 它 仅 对 正 的 调和 函 
数 为 大， 
(11) 的 主要 应 用 是 用 于 正 项 级 数 , 或 等 价 地 ， 调 和 函数 的 增 
序列 ， 它 引出 一 个 有 力 而 简单 的 定理 , 称 为 Harnask 原理 . 
全 ”这 证 明 属 于 Q, Carathéodory. 
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定理 考察 丽 数 wm 人 (的 一 个 序列 ， 其中 生生 于 证 福 丰 和 


束 和 
者 
| 
| 和 
| 硬 刘 省 和 


最 商 间 的 情形 是 函数 2 在 内 淘 为 油 和 | 并 组 成 一 非 降序 
列 。 不 过 , 有 很 多 应 用 说 明 这 一 情形 不 够 普 裔 ， 
为 了 证 明 这 一 定理 , 先 设 至 少 对 于 一 后 4， lim wn (20)— co， 


根据 假设 ， 可 以 找到 一 个 * 和 mm， 使 得 对 于 |z 一 和 %| <? 及 mn 之 mm， 
函数 w(2) 都 是 调和 的 , 并 组 成 一 非 降序 列 ， 如 将 不 等 式 (11) 的 左 
边 应 用 于 非 负 函数 一 wm, 则 知 un(z) 将 在 图 盘 |: 一 %| 过"/2 中 
一 致 地 趋 于 co。 另 一 方面 ,如 limwn(z) <co, 应 用 不 等 式 的 右边 


同样 可 证 如 (人 在 | 一 | 安 */2 上 有 界 . 因此 ,在 其 上 limw(%) 分 
别 为 有 穷 及 无 穷 的 两 个 集 都 是 开 集 ， 而 由 于 台 是 连通 的， 故 必 有 
一 集 是 空 集 ， 只 要 ww( 纪 的 极限 在 单一 点 上 是 无 穷 大 , 则 它 必 恒 等 
于 无 穷 大 ， 至 于 一 致 性 , 可 用 Heine-Borel 引 理 来 证 明 . 

在 相反 的 情形 ,极限 西数 %(z) 是 到 处 均 为 有 穷 的 ， 我 们 现在 
只 要 证 明 其 收敛 是 一 致 的 即 可 .应 用 上 面 的 同样 记 法 ,对 于 |z 一 %| 
心 7/2, 及 nn 十 Pp 之 nn 之 m, 有 Unto(2) 一 Un(2) 寺 3 (Untp(20) — Un(20)). 
因此 ,在 % 点 收敛 就 意味 着 在 一 邻 域 中 一 致 收敛 ， 再 应 用 Heine- 
Borel 引 理 可 知 在 每 一 紧 致 集 上 收敛 是 一 致 的 ， 至 于 极限 函数 
的 调和 性 ， 则 可 从 w(z) 能 用 Poisson 公式 来 表示 这 一 点 而 得 
证 ， 


习 题 


设 马 是 包含 于 域 介 中 的 一 紧 致 集 , 求证 ， 存 在 一 个 只 依赖 于 名 及 名 的 
常数 由, 使 得 8 中 的 每 一 正 调和 函数 w(3), 对 于 仁 两 点 41、22€ 五， 满足 不 等 
Ti 82) SEM). 
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4 Dirichlet 问题 


洞 和 函数 理论 中 最 重要 的 问题 是 找 一 个 具有 给 定 边 值 的 调和 
函数 的 问题 , 称 为 Dirichlet 问题 . Poisson 公式 解 出 了 圆 盘 域 的 
问题 ， 但 在 任意 域 的 情形 ， 问 题 就 困难 得 多 已 经 知道 有 很 多 解 
法 ， 但 是 除了 9.Perron 的 以 次 调和 函数 为 依据 的 方法 之 外 , 其 余 


要 者 看 业 二 


方法 各 不够 简单 ,不 适宜 于 在 基础 教材 中 介绍 ， 


4.1 次 调和 函数 

一 维 Laplace 方程 具有 形式 dmw/dw* 一 0。 因此 ， 单 变数 的 调 
和 应 数 将 是 线性 函数 w=avz 二 5。 函数 v(w) 称 为 同 函 数 , 如 有 果 在 任 
一 区 间 的 两 端点 上 与 一 线性 函数 ww(z) 具 有 相同 的 值 , 而 在 此 区 间 
内 部 , 它 至 多 等 于 ww(z2). 

如 果 将 这 一 情形 推广 到 二 维 平面 ,就 会 引出 次 调和 郑 数 类 . 线 
性 函数 对 应 于 调和 函数 , 区 间 对 应 于 域 , 区 间 的 端点 对 应 于 域 的 边 
界 ， 因 此 , 一 个 复 变 数 或 两 个 实 变数 的 函数 2(%) 将 称 为 次 调和 辐 
数 , 如 果 对 于 任 一 域 , 在 这 域 中 ,2(2) 小 于 或 等 于 某 一 调 和 疯 数 
ulz), 而 在 域 的 边界 上 , 2(z) 与 wz) 恒 恒 等 . 由 于 这 一 节 的 目 的 是 
解 Dirichlet 问题 ， 因此 我 们 把 条 件 简 弱 为 : 在 域 的 边界 上 2(2) < 
wlz) 将 导致 在 域 中 v2(%) 志 ww(%). 

一 个 等 价 的 但 在 某 些 方面 比较 简单 的 定义 如 下 : 

定义 1 定义 于 域 Q 内 的 一 个 连续 实 值 钥 数 办 称 为 是 2 


本 
二 


要 


这 里 的 条 件 表明 ， 一 忆 如 不 恒 等 于 常数 , 则 在 2 中 不 能 有 极 
大 值 . 等 别 是 , 2 本 身 在 中 不 能 有 极 大 值 ， 应 当 注 意 ， 这 一 定 
义 具 有 局 部 特性 : 如 ”在 每 一 点 zEQ 的 邻 域 中 是 次 调和 的 , 则 它 
在 8 中 必 是 次 调和 的 . 其 证 明 可 直接 推 得 。 如果 一 个 函数 在 点 
zo 的 一 个 邻 域 中 是 次 调和 的 ， 则 称 这 一 函数 在 点 如 是 次 调 和 的 ， 
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因此 , 为 了 一 个 函数 在 一 域 中 是 次 调和 的 , 必须 而 且 只 须 它 在 域 的 
所 有 点 上 是 次 调和 的 . 

一 个 调和 函数 显然 是 次 调和 的 ， 

次 调和 性 的 一 个 充分 条 件 是 : 4 具有 一 正 的 Laplace 式 (4o> 
0)， 事 实 上 , 如 果 2 一 ww 其 有 一 极 大 值 , 则 由 初等 微 积分 学 可 知 ,在 
达到 极 大 值 的 点 上 ， 必 有 人 /083(v 一 ) 志 0, 603/60y*(v 一 ww) 二 0， 只 
要 这 些 二 阶 导数 存在 ; 这 就 意味 着 4= 44o 一 由 委 0， 这 个 条 件 不 
是 必要 的 ,而 实际 上 ,一 个 次 调和 函数 并 不 须要 有 偏 导数 . 如 项 数 
具有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导 数 ， 则 可 以 证 明 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 
4 二 0， 由 于 我 们 并 不 需要 这 一 性 质 ， 故 其 证 明 留 给 谈 者 作为 习 
题 。 这 一 条 件 提供 了 一 个 简单 的 方法 , 用 以 可 确定 一 个 给 定 的 
2 4 的 初等 函数 是 否 是 次 调和 的 . 

现在 我 们 来 证 明 ,次 调和 苑 数 可 以 用 一 个 不 等 式 作为 标志 , 这 
一 不 等 式 拓 广 了 调和 函数 的 平均 值 性 质 ; 

定理 8 为 了 一 个 连续 函数 机 中 是 次 调和 的 ， 其 必 


井 


37i 
v (go) < 元 | OU20 十 8600 (12) 


条 件 的 充分 性 是 易 见 的 ， 因 为 在 证 照 不 等 于 常数 的 2 不 能 有 
一 极 大 值 时 , 实际 需 用 的 是 公式 (12), 而 不 是 平均 值 性 质 、 由 于 
4 一 % 满足 同一 不 等 式 , 故 知 2 是 次 调和 的 . 

为 了 证 明 必 要 性 ,可 在 圆 盘 |z 一 zo| 过 7 中 作 Poisson 积分 
了 ,(z), 其 中 v 的 值 取 在 圆周 1* 一 如 | = 上 .如 4 是 次 调和 的 , 则 部 
数 v 一 上 ,在 圆 盘 内 个 能 有 极 大 值 , 除非 它 是 常数 ， 根据 Sehwarz 
定理 (第 4 童 定理 23) 可 知 ， 当 2 趋 近 于 圆周 上 的 一 点 时 , "一 P。 
趋 于 等 . 因此 w 一 PP 在 闭 圆 训 中 有 一 极 大 值 。 如 这 一 极 大 值 是 正 
的 , 则 必 在 一 内 点 上 取得 , 因此 函数 不 能 是 常数 . 这 是 一 个 矛盾 ， 
因此 必 有 vs。 对 于 2 一 如 ， 可 得 wso) 窑 Po(xo)， 这 就 是 不 等 式 
(12). 
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效 将 次 调和 函数 的 一 些 初等 性 质 列 出 如 下 ; 

1 如 9 是 次 调和 的 , 则 对 于 任 一 常数 t>0， 函数 加 必 岂 是 
次 调和 的 ， 

2 如 4 及 都 是 次 调和 的 , 则 +cs 必 也 是 次 汤 和 的 . 

这 两 种 性 质 是 定理 8 的 直接 推论 ， 下 一 性 质 可 从 原来 定义 推 
人 得， 

3. 如 名 及 72 痢 是 9 中 的 次 调和 函数 ， 则 w=max(vy, ?9) 
也 是 9 中 的 次 调和 函数 ， 

这 里 的 记 法 应 理解 为 ， 在 每 一 点 上 ,2?(%) 等 于 V1(2#)、va(2) 两 
者 中 较 大 一 值 . 2 的 连续 性 是 很 明显 的 .现在 设 2 一 % 在 点 2oEO 
取得 极 大 值 , 此 处 % 定 义 且 调和 于 4 . 我 们 可 设 vg0) = V20). 则 
对 于 “GE 人 ， 有 

oO 一 WO — U2 EVs0) 一 Wo 一 td(20) — uz0), 
因 考 , 1 一 是 常数 ， 而 从 同一 不 等 式 可 知 2 一 必 也 是 常数 。 这 
吏 证 明了 是 次 调和 的 ， 

设 4 是 一 圆 盘 , 它 的 闭 包 包含 于 88， 并 以 Ps 表示 用 圆周 上 的 
2 值 组 成 的 Poisson 积分 ， 则 下 述 性 质 必 正确 : 

4. 和 4 全 则 在 4 中 等 于 Po 而 在 4 外 等 于 4 的 函 


第 二 让 二 


人 的 连续 性 可 从 Sohwarz 定理 得 证 .我 们 已 经 证 明 , 在 4 中 
有 2< 了 Po, 因此 在 整个 8 内 必 有 %<%V. 显然 ,在 4 的 内 部 和 外 部 ， 
2 是 次 调和 的 。 今 设 * 一 在 4 的 圆周 上 一 点 处 取得 一 极 大 
值 , 则 wb 一 4 也 将 在 %% 处 取得 一 极 大 值 . 因此 "一 《是 常数 ， 而 从 
不 等 式 
一 WU 一 WO (0) ~— U0) = VK0) — (go) 
可 知 Vv 一 % 也 是 常数 。 从 而 证 明 %v 是 次 调和 的 . 
” 注 我 们 只 感 兴 趣 于 连续 次 调和 函数 ， 但 是 普遍 接受 的 定义 
只 要 求 函 数 是 上 半 连 续 的 ， 一 个 实 值 函数 w(e) 在 和 是 上 半 连 续 
的 (u. s. 6., upper semicontinuous 的 缩写 )， 如果 lim sup Vv (2) 
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v(%0); 是 下 半 连 续 的 (1. s. 6.), 如 时 lim inf (4) >v(20). 符 不 明 


确 究竟 是 鄂 一 种 ， 那 么 只 要 记 住 , “上 ”是 指 双 不 等 式 wzo) 一 8 过 
v(%) 过 v(xo) 十 8 中 的 上 一 半 ; 而 “下 ”是 指 这 不 等 式 的 下 一 半 。 习 
惯 上 也 允许 Q. s. 5. 函数 取 值 一 oo, 而 1. so。 函 数 取 值 十 cc. 

在 其 它 方 面 , 定义 1 无 改变 ， 极 大 值 原理 对 上 半 连 续 函 数 就 
多 对 连续 苑 数 一 样 有 意义 ， 这 是 因为 一 个 上 半 连 续 函 数 也 将 在 任 
何 紧 致 集 上 取 到 极 大 值 ( 见 习题 6)， 

还 可 证 明 (12) 中 的 积分 总 是 有 意义 的 , 并 可 证 明定 理 8 在 % 
只 是 上 半 连 续 时 仍 正确 . 


习 是 


1. 求证 函数 |z|1，ls| (>0)，iog(tT+ 1 2 都 是 次 调和 的 ， 

2. 设 1(z) 是 解析 昭 数 ,求证 | fs ia>0) 及 log(1+ 1f(2)1”) 都 是 次 
调和 的 |， 

3. 如 v? 及 其 一 直到 二 阶 的 偏 导 数 都 是 连续 的 ,求证 , 当 且 仅 当 dv 之 0 时 
1 是 次 调和 的 . 

[提示 : 对 于 充分 性 ,可 先 证 "了 + saz2 >>0, 是 次 调和 的 .对 于 必 要 性 , 可 
证 ,如 小 <4 则 其 在 圆 上 的 平均 值 将 是 半径 的 一 个 降 函 数 .] 

和 .求证 ,如 一 次 调和 函数 的 自 变 数 经 一 共 形 映照 , 则 新 的 函数 仍然 是 次 
调和 的 

5. 试 列 出 一 条 定理 , 说 明 次 调和 函数 列 的 一 致 极限 是 次 调和 的 , 并 证 明 
之 . 

6。 如果 v(%) 在 开 集 人 上 是 上 半 连 续 的 , 证明 它 在 任何 紧 致 集 B8 C9 上 
有 一 极 大 值 . 


4.2 Dirichlet 问题 的 解 


最 先 应 用 次 调和 函数 来 研究 Dirichlet 问题 的 是 O. Perron. 
他 的 方法 的 特点 是 具有 极 大 的 普遍 性 ,而 且 完 全 是 初等 的 . 

考察 一 有 界 域 2 及 定义 于 其 边界 六 上 的 一 个 实 值 画 数 AZ ) 
[为 了 明显 起 见 ,边界 点 以 $4 表示 ]. 开始 时 , f() 不 一 定 要 连续 ， 
,248 。 


但 为 了 简单 起 见 ， 设 它 是 有 界 的 ， 即 | FS) 丢人 对 于 每 一 个 儿 
可 用 一 简单 方法 在 中 定义 一 个 调和 函数 wlz), 这 个 方法 将 在 下 
面 任 细 叙述 . 如 /是 连续 的 , 并 设 8 满足 某 些 适当 的 条 件 ， 则 相 
应 的 落 数 入 将 是 2 内 边 值 为 了 的 Dirichlet 问题 的 解 . 

我 们 用 下 述 性 质 定 义 函 数 %v 的 类 外 (. 广 : 

(a) 2 在 42 中 是 次 调和 的 ; 

(b) 对 于 所 有 的 LET， lim v2) < (0). 


性 质 (b) 的 精确 意义 就 是 ; 给 定 一 s>0， 及 一 点 ETZ, 存在 的 
一 个 邻 域 4 使 得 不 等 式 2(2) 达 A(E) 二 8 在 4N8 中 成 立 ， 函 数 
类 省 (了 ) 是 韭 空 的 ， 因 为 它 包含 所 有 所 一 六 的 常数 。 我 们 来 证 
明 ， 

引 理 1 对 于 vE 氏 ( 放 ， 定义 ws) 为 vz) 的 上 确 界 ， 则 西数 
“在 9 中 调和 

首先 , 在 8 内 每 一 2 万 导 . 这 是 极 值 原理 的 一 个 简单 推论 ,但 
为 了 它 的 重要 性 , 我 们 将 对 这 一 点 作 较 详细 的 说 明 . 对 于 一 给 定 
的 s>0, 设 召 是 8 中 使 0(z) 之 以 +s 的 点 ?全 体 所 成 的 集合 。 在 
余 集 ~ 如 中 的 点 2 有 三 类 : (1) 在 8 外 部 的 点 ，(2) 在 荆 上 的 点 ， 
(3) 在 2 中 使 vz) 达 用 + 的 点 在 (DD 的 情形 , z 具有 一 邻 域 包 
含 于 2 的 外 部 ;在 (2) 的 情形 ， 根 据 性 质 (b)， 有 一 个 邻 域 4 在 
4N8 中 有 %< 帮 十 ;在 (3) 的 情形 ,根据 连续 性 ,存在 包含 于 8 的 
一 个 令 域 ,在 其 内 4 二 衣 十 s。 因 此 ,和 ~ 召 是 开 集 而 如 是 闭 集 .又 
由 于 人 2 是 有 界 的 , 故 召 是 紧 致 的 . 如 思 为 非 空 , 则 ， 将 在 马上 有 
一 极 大 值 , 而 这 也 是 8 内 的 一 个 极 大 值 ， 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 
根据 (b), v 不 能 是 一 个 大 于 并 的 常数 . 因此, 对 于 每 一 s, 如 是 
空 集 , 从 而 知 在 2 内 必 有 2% 所 WH. 

考察 一 圆 盘 4, 其 闲 包 包含 于 28, 及 一 点 wwE4d.， 存在 函数 
和 GE 省 (有力 的 一 个 序列 , 使 得 lim vn(20) 一 w(t20)。 命 V, 一 max (oa， 


Va, """, Dn ). 则 V，, 组 成 必 ( 力 中 一 个 非 降 的 函数 序列 . 作 V,, 使 
之 在 4 的 外 部 等 于 VV。, 而 在 4 中 等 于 VV 的 Poisson 积分 。 根据 
es。 249 。 


上 节 的 性 质 ( 和 4 可知, 六 仍 属 于 外 ( 方 . 六 组 成 一 非 降序 列 , 而 不 
等 式 95,50) 三,(20) 志 了 ,(20) 忆 W200) 表明 lim (20) 一 uw(20)， 根 


据 Harnack 原理 ,序列 和 了,} 收 合 于 4 中 的 一 个 调和 的 家 限 函数 
U, 它 满足 条 件 U<w 及 U (20) 一 w(%0). 

现在 假定 我 们 从 另外 一 点 E4 开始 作 同 样 的 布置 ， 选 寅 
wr 8(f), 使 得 lim wun(z0) 一 wz4)， 但 此 时 ， 在 构 作 之 前 ， 先 以 
wn 一 aX(Vs， Wn) 代 赫 w， 命 镀 , 一 max(wi,…， ws)， 用 Poisson 
积分 构 作 对 应 序列 { 丈 小， 于 是 可 得 一 调和 的 极限 函数 Zu, 满足 
避 委 DiSv 及 DID) 一 人 为)， 册 此 可 知 忆 一 Vi 在 加 处 取得 极 大 
全 零 . 因此 局 必 恒 等 于 Lu 这 了 证 上 明了， 对 于 任意 的 所 Gd 
wL 2) 一 以 人 和)。 从 而 可 知 & 在 任 一 圆 盘 4 中 调和 ， 因 历 在 全 部 4 
内 调和 . 

现在 我 们 来 研究 ， 对 于 连续 的 f, 在 什么 情形 下 久 才 是 
Dirichlet 问题 的 解 。 首 先 应 当 注 意 Dirichlet 问题 并 不 常 有 解 . 
例如 ， 如 8 是 有 和 孔 图 盘 0<|zx|<<1， 考察 边 值 1(0)==1 及 |&|=1 
有 里 了 (56) 一 0。 其 有 这 些 边 值 的 一 个 调和 函数 将 是 有 界 的 ， 因 此 原 
点 是 一 可 去 奇 点 .但 此 时 由 极 值 原理 推 知 这 一 函数 重 等 于 零 , 所 以 
在 原点 不 能 有 边 值 i。 故 知 问题 元 解 . / 

不 难看 出 ，Diricbjet 问题 的 一 个 解 , 如 果 存 在 的 话 , 必 恒 等 于 
ww， 因为 , 如 果品 是 一 个 解 , 则 首先 必 有 UE 加 ( 放 ,因此 w>U. 根 
堪 极 值 原理 可 知 , 对 于 所 有 的 bE€ 败 (ff), 有 ws<U， 从 而 得 相反 的 
不 等 式 u<U. 

解 的 存在 对 于 很 多 种 域 是 可 以 断言 的 ， 一 般 说 来 , 如 果 Q 的 
余 集 在 任 一 边界 点 的 邻 域 中 不 是 太 “ 薄 ， 则 解 总 是 存在 的 ， 下 面 
我 们 来 证 明 一 个 引 理 , 这 一 引 理 表面 看 来 与 “ 薄 这 个 概念 关系 不 
大 ， 

引 理 多 设 在 《4 二 数 tz)， 人 人 


未 ， 如 果 了 CC) 在 co 和 全 则 由 Perrou 二 所 确定 的 和 1 应 了 数 
。 200 + 


u 必 满足 lim ws) = 了 (to). 
要 证 明 这 一 引 理 ， 只 要 证 明 ， 对 于 所 有 的 a>0, limw(%) < 
f(Lo) Ts 及 limw(s) 之 f(Lo) 一 s， 这 里 我 们 仍 设 2 有 界 ， 且 


fAM. 

确定 bo 的 一 个 邻 域 4 使 得 对 于 5E4, 成 立 不 等 式 | .太一 
f(bo) | 过 8 在 余 集 0 一 4 站 Q 中 ,函数 of 具有 一 正 的 极 小 值 woo， 
考察 如 下 调和 澳 数 的 边 值 ， 


WO) =f(L) tet MF(L)). 


对 于 ZE4, 及 (之 f (Lo)+s>>fC), 而 对 于 4 外 部 的 2， 则 
有 下 (5 关 几 十 8> 太 6， 因此， 根据 极 值 原理 ， 可 知 任 一 函数 
v ERB) 必 满足 条 件 2(%) 二 玉 (%)， 由 此 可 知 以 2 安 丈 (2)， 因 而 
lim u(z)<W(Lo) 一 (60o) 十 8， 这 是 我 们 所 要 证 明 的 第 一 个 不 等 


式 . 
对 于 第 二 个 不 等 式 ,我 们 只 须 证 明 , 函数 


V (2)—f (60) — 8— 2 (M+f (20)) 


属 丁 吕 (f)， 对 于 CE4, 有 VC)<J(Lo) 一 ef(L), 而 在 所 有 其 
他 边界 点 上 , VV(L) < 一 下 一 8 二 f(L)。 由 于 信 是 调和 的 , 它 属 于 
时 ( 旋 ， 从 而 得 v(> 太 人，liam ws)>(Lo) 了 (Lo) -se。 这 就 


完成 了 证 明 . 

引 理 2 中 的 函数 w(z) 有 时 称 为 点 Lo 处 的 侈 ， 现 在 很 明显 可 
以 看 出 ， 只 要 每 一 边界 点 有 一 笃 ， 则 Diriehlet 问题 就 是 可 解 的 . 
因此 , 我 们 现在 只 须 列 出 一 些 说明 休 存在 的 几何 条 件 . 已 经 知道 
一 些 必要 和 充分 条 件 ,但 这 些 条 件 都 不 具有 纯 几 何 特征 ,所 以 难于 
应 用 .不 过 求 出 一 些 广泛 可 用 的 充分 条 件 还 不 难 . 

我 们 从 最 简单 的 情形 开始 ， 设 UT 包含 在 一 个 开 的 半 平 而 
中 ,位 于 边界 线 上 的 一 点 如 为 例外 . 如 这 一 边界 线 的 方向 为 a( 半 
平面 在 其 左 ), 则 we) = Ime-e(: 一 5o) 是 Lo 处 的 一 个 全， 
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更 一 般 地 说 , 设 5 为 一 线段 的 并 上 访 , 这 一 线段 上 的 所 有 点 ; 除 
了 点 6， 都 位 于 8 的 外 部 .如 这 一 线段 的 男 一 端点 为 4， 则 在 线 
段 的 外 部 ,可 定义 

/2— io 
V 5 
的 一 单 什 分支， 如 对 角 a 作 适 当 的 选择 , 易 见 函数 


im 12Z 一 Co 
Im| 6 Ny| | 
蚁 是 se 外 的 一 个 鸡 ， 
应 用 这 些 方法 求 得 的 不 是 最 强 结 果 ， 但 在 大 多 数 应 用 中 是 充 


分 的 .因此 可 得 下 列 定 理 ; 
ty 对 于 任 一 域 只， 和 


二 


人 里 的 伪 设 可 减弱 为 如 下 的 形式 如 及 其 全 集 自 有 一 公关 
边界 , 它 由 有 穷 条 简单 闭 曲 线 组 成 , 这 些 闭 曲线 到 处 都 有 切线 ， 角 
点 及 某 种 类 型 的 尖 点 也 是 许可 的 @. 


习 题 


如 果 名 是 有 了 和 孔 圆 盘 0<1zi<1, 而 了 当 1|=i4 时 , fC()==0, 而 .FA0) 一 
二 证明 所 有 也 数 2€ 哮 (有) 在 8 中 均 <0. 


5 多 连通 域 的 典型 映照 


从 Riemann 映照 定理 可 得 出 结论 ; 除了 整个 平面 以 外 的 任 两 
单 连通 域 , 可 以 互相 共 形 映 象 , 或 者 说 , 它们 是 共 形 等 价 的 ， 但 对 
于 连通 数 相同 的 两 个 多 连通 域 来 说 , 情形 并 不 如 此 ， 因此 就 有 必 
要 来 试 求 一 类 典型 域 , 使 每 一 个 多 连通 域 与 一 个 ,而 且 只 有 一 个 典 

© 基本 上 用 同一 mm ent 问题 对 任 一 域 


和 


和 


实 了 定理 的 一 个 地 立 的 证 明 方法 ， 
* 2 。 


型 域 共 形 等 价 。 典型 域 的 选择 具有 一 定 程度 的 任意 性 , 这 里 有 几 
种 类 型 具有 同样 简单 的 性 质 . 

为 了 使 我 们 的 研究 不 超出 初等 的 水 平 ， 我 们 这 里 只 限于 讨论 
有 限 连通 数 的 域 ， 将 可 看 出 , 构 作 典 型 映照 的 基本 步 又 是 引进 基 
些 在 边界 上 具有 特别 简单 性 质 的 调和 函数 . 其 中 , 调和 测度 只 与 
域 及 域 的 围 线 之 一 有 关 ， 而 Green 函数 则 与 域 及 -- 内 点 有 关 。 


5.1 调和 测度 


在 研究 一 个 域 Q 的 共 形 映照 时 , 我 们 当然 可 以 用 任意 一 个 共 
形 等 价 于 2 的 域 来 代替 Q, 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 任意 地 先 作 儿 个 
预备 的 共 形 映照 作为 过 渡 。 由 于 在 域 的 选择 方面 有 着 这 样 的 自 
由 , 因此 , 对 于 由 边界 的 复杂 构造 所 引起 的 种 种 困难 , 我 们 就 可 以 
不 必 考 虑 了 . 

下 面 , 我 们 以 Q 表示 一 平面 域 ， 其 连通 数 w>1。 余 集 的 分 集 
记 为 加 ,加 …， 召 ,并 以 表 无 界 的 分 集 ， 不 失 一 般 人 性 , 我 们 
假设 所 有 的 思 , 不 退化 为 一 点 ， 因 为 退化 为 一 点 的 分 集 显 然 是 任 
一 映照 饥 数 的 可 去 奇 点 , 因此 ,如果 将 这 一 孤立 的 边界 点 并 入 到 域 
内 , 则 映照 仍 保持 不 变 . 

,的 余 集 0 是 一 单 连通 域 . 根据 Riemann 定理 , 2 可 共 形 
地 了 映 成 圆 盘 1z| 二 1; 在 这 一 映照 下 , 变换 成 一 个 新 的 域 ， 而 
娘 ,，…，h,_1 的 象 就 是 这 一 新 域 的 余 集 的 有 界 分 集 。 为 了 方便 起 
见 ， 我 们 约定 映照 前 后 的 域 用 同一 记号 表示 ; 特别 是 , ,现在 就 
是 集 |z| 之 1。 取 正 向 的 单位 贺 1z| =+ 记 为 0,, 并 称 它 为 新 域 0 
的 外 围 线 . 

考察 吾 , 关于 扩充 平面 的 余 集 . 它 仍 是 -一 单 连通 域 , 我 们 可 将 
它 映 成 单位 圆 的 外 部 , 以 oo 对 应 于 co， Cn 的 象 是 一 有 向 闭 解析 
曲线 , 按 约 定 仍 记 为 0,。。 此 外 , 我 们 把 内 图 线 Cx 定义 为 新 平面 中 
取 负 向 的 单位 圆 . 

这 一 方法 一 吉 可 以 继续 下 去 ,直到 所 得 的 域 2 的 外 围 线 为 Ca 
并 有 % 一 条 内 围 线 O14, …, 0;-1 为 止 (图 $5-3)， 应 当 指 出 , 一 条 
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图 6-3 一 个 多 连通 域 的 变换 


围 线 关于 平面 上 任意 一 点 的 指示 数 是 可 以 很 容易 地 算出 的 .例如 ， 
设 经 过 若干 次 映照 , Ox, %<n 成 为 单位 圆 ， 此 时 O04 关于 坟 ; 内 所 
的 指示 数 是 一 1, 而 关于 所 有 不 在 Ox 上 的 其 他 点 的 指示 数 则 是 
0. 其 后 的 各 次 贡 照 不 会 改变 这 种 状态 ， 这 一 事实 是 很 明显 的 ,而 
且 不 难 根据 幅 角 原 理 给 出 一 形式 证 明 . 用 同样 方法 可 以 证 明 外 围 
线 CO, 关于 到 内 点 的 指示 数 为 0, 而 关于 所 有 不 在 Cn 上 的 其 他 
感 的 指示 数 为 I， 册 此 可 知 ， 闭 链 C=01 二 0s 十 … 十 0， 将 按 第 4 
章 5.1 节 定 义 4 的 意义 界定 8, 内 围 线 和 外 围 线 的 特性 是 一 致 的 ， 
因为 ,关于 2 的 一 内 所 的 反 溪 显然 可 使 O04 成 为 外 围 线 . 

易 见 定理 9 可 应 用 于 8。 事实 上 , 由 于 任 一 围 线 都 可 以 变换 
成 一 个 圆 , 故人 又 的 人 存在 是 十 分 明显 的 . 

现在 我 们 来 解 在 Cs 上 的 边 值 为 1, 在 其 他 围 线 上 的 边 值 为 0 
的 域 8 中 的 Diriehlet 问题 、 把 解 记 为 wr(%), 并 称 这 一 解 为 Os 
关于 域 4 的 调和 测度 .在 台中 ,显然 有 0<ox(z)<<1, 且 

Qi1(Z) 十 Qa?) 十 十 Wn(%) 二 十. 

如 映照 9 使 得 CQ 成 为 一 个 圆 ， 则 根据 对 称 原 理 ，ozx 必 可 越过 0， 
进行 延 折 ， 因 此 , or 在 可 以 扩张 至 一 个 较 大 的 域 的 意义 下 , 在 网 
054 ， 


域 8 中 是 调和 的 . 

围 线 C1,…，0w-1 组 成 了 8 中 闲 链 的 一 个 同调 基底， 这 里 的 
同调 是 对 一 个 尚未 经 规定 的 较 大 域 来 说 的 .om 的 共 轿 调和 函数 
是 多 值 的 , 它 沿 0; 有 周期 


Oy -| 二 
|, On 上 oo 


更 一 般 地 ,我 们 可 以 断言 , 常 系数 线性 组 合 
和 ai(2) 十 和 acoas(2) 十 … 十 入 yn-_10@n_1(Z2) 
不 可 能 有 一 个 单 值 共 堪 函数 , 除非 所 有 的 和 都 等 于 零 . 为 了 证 明 
这 一 点 ， 设 这 一 式 是 单 值 解析 函数 f(z) 的 实 部 . 根据 对 称 原理 ， 
f(z) 可 以 解析 延 拓 到 8 的 闲 包 ， 因 此 , f(z) 的 实 部 在 Ci 上 将 恒 
等 于 js， $ 一 1，…, 9 一 1， 而 在 Cu 上 应 等 于 零 ， 这 样 , 每 一 围 线 将 
映 成 为 一 条 竖 直 线段 .如 wo 不 在 这 些 线段 的 任 一 段 上 , 则 在 每 一 
围 线 上 可 定义 arg(f(z) 一 wo) 的 一 单 值 分 支 . 根据 幅 角 原理 , f(z) 
在 2 中 不 能 取 wo 的 值 ， 这 样 一 来 ，f(%) 必 化 为 一 第 数 ， 因 为 五 
则 , 8 的 象 一 定 包 含有 线段 外 部 的 点 。 从 此 得 出 结论 , f(%) 的 实 
部 恒 等 于 零 ,因而 边 值 入 必 痢 等 于 零 . 
我 们 所 证 明 的 乃 是 线性 齐 次 方程 组 
NG; 十 和 Nac 十 "十 和 My_i0n-1 一 0 (一 二 …, nC 一 1) (18) 
只 有 平凡 解 入 = 王 0， 因 为 它们 就 是 使 为 Qi 十 … 十 入 -iton-1 其 有 单 
值 共 二 的 条 件 . 根据 线性 方程 理论 ,任何 以 (18) 的 系数 为 系数 的 
非 齐 次 方程 组 必 有 一 个 解 . 特别 ,可 解 出 方程 组 
和 Ai041 十 入 e024 十 十 An-10n_1,1 一 和 TW， 
Ai012 十 入 saas 十 … 十 入 10%_13 一 (， 
Go (14) 
AIC1,n 1 二 AO nl "二 Asi0n-1n-1=0, 
NiQin 十 和 20an 十 十 和 ny-10m-ln 一 一 27， 
其 中 最 后 一 方程 是 前 面 w 一 土 个 方程 的 结果 《因为 opi 十 Qs 十 … 十 
om 一 0)。 换言之 , 我 们 可 以 求 得 一 多 值 积分 f(2), 它 浪 01 及 Us 
上 的 周期 为 土 2xri,， 所 有 其 他 周期 都 等 于 零 ， 它 的 实 部 在 Ce 上 便 
» 085 。 


竺 于 和 A 今 加 =0)， 于 是 函数 (x) 一 e ?是 单 值 的 。 我 们 来 证 明 
下 面 的 定理 ; 


如 
EE 


这 一 映照 可 由 图 6-4 说 明 ， 围 线 01 及 Co 与 整 加 是 一 一 对 应 
的 , 但 其 他 围 线 则 映 成 圆 形 民 缝 . 可 以 设想 , 每 一 裂缝 共有 两 边 ， 
连同 其 两 端 扩 组 成 一 团 围 线 ， 


6-4 同心 裂 颖 域 


这 一 定理 可 用 幅 角 原理 来 证 明 。 我 们 知道 了 (2) 是 解析 的 ,在 
每 一 围 线 上 具有 不 变 的 模 。 方程 了 (%) = ww 的 根 的 数 日 为 
| F (2)de -| (sds 
Dmxo Jeo Lz)— wo 2mJc F(z)— Wo 
-| F(z}ade 
Dd jo, FF)— wo” 
此 处 wo 不 能 取 值 于 边界 上 .如 wo=0, 则 (445) 式 中 的 各 项 是 已 知 
的 ,分别 等 于 寺 0,…, 0, 一 1, 对 于 |wo|<e, 沿 Ca 的 积分 永远 
等 于 1, 而 如 |wo|>e*, 则 等 于 零 ， 同 样 , 最 后 一 积分 当 |wo| <1 
时 等 于 一 1, 而 当 |wo|>>1 时 等 于 零 . 对 于 所 有 的 wo, 只 要 
we| 关 ex 则 沿 Os, 1< 8<w9 的 积分 都 等 于 零 ， 现 在 设 F(z) 实际 
取 到 wo 的 值 ; 由 于 8 被 映 成 一 开 集 , 故 可 取 |wo| 关 所 有 的 e*. 对 
于 这 -- wo， 表达 式 (15) 必 为 正 。 但 这 只 有 在 1< 1wol < 所 时 方 始 
可 能 . 这 样 就 得 和 0， 而 根据 连续 性 ，0 委 和 < 入 
从 此 , 定理 的 证 明 可 用 纯 拓 扑 的 论断 来 完成 。 不 过 , 从 幅 角 原 
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(15) 


理 来 推出 结论 将 更 为 有 益 , 而 且 也 更 为 简单 。 如 果 在 边界 上 有 和 单 
极 和 存在 , 则 留 数 定理 仍 可 应 用 , 但 此 时 应 以 围 线 积分 的 Uauchy 主 
值 来 代替 凡 线 积分 ， 而 且 留 数 的 和 应 包括 边界 上 留 数 的 闭 值 @. 
对 于 目前 的 情况 来 说 ， 第 二 个 约定 就 是 说 在 边界 上 所 取 的 值 应 按 
其 乔 复 度 的 一 半 计 算 . 至 于 主 值 的 计算 , 则 并 无 困难 .如 |wo| = 
ce 出 

pr. v. | F(z)dz> -了 | Cg 


Ce 一 200 H(z) “ 
因为 根 媚 初等 几何 学 原理 (或 直接 计算 )， 
Garg(F (2)— wo) -元 dare FPF (2). 


因此 ,如 一 也 (15) 中 的 主 值 等 于 二 ， 如 2<h<n 一 1, 出 等 


0, 如 4 一 n, 则 等 于 一 二， 


由 此 可 知 , 在 加 |wo| = 或 |ao| =em 上 ,每 一 值 取 半 次 , 也 就 
是 说 在 边界 上 取 一 次 ; 这 就 证 明 01 及 O 的 映照 是 一 对 一 的 ， 而 
且 0< 和 < 和 Na 4 关 二 ww， 其 次 , 如 圭 之 wo 过， 册 ws 的 值 或 者 为 
内 点 取 一 次 , 为 边界 点 取 二 次 ,或 者 视 重复 度 为 2 时 为 边界 点 取 一 
次 ， 在 每 一 围 线 O02, …, O01 上, 可 定义 arg 了 了 (z) 的 一 单 值 分 支 ， 
重复 度 为 2 的 值 对 应 于 arg F(z) 的 相对 极 大 和 极 小 ， 它 至 少 有 一 
极 大 值 及 一 极 小 值 , 但 也 不 能 多 , 否则 了 (z) 将 过 同一 值 超 过 二 次 
此 外 , 极 大 值 与 极 小 值 之 差 应 小 于 2x, 这 说 明 每 一 围 线 映 成 为 一 
段 特 定 的 弧 ， 最 后 , 对 应 于 不 同 围 线 的 各 段 弧 应 当 是 互 不 相交 
的 ， 
这 就 证 明了 全 部 定理 10, 而 且 我 们 还 可 以 说 明 边 界 的 对 应 关 
系 ， 这 一 定理 的 重要 意义 在 于 : 我 们 可 把 2 映 成 为 一 个 由 两 圆 肝 
成 并 带 有 n- 2 个 同心 圆 形 裂 颖 的 典型 域 ; 用 正规 化 方法 可 将 内 贺 
全 在 第 4 章 第 5.3 节 中 , Cauchy 的 主 值 是 在 沿 一 直线 这 积分 的 情形 下 提出 的 ， 
在 一 任意 解析 吸 的 情形 , 我 们 可 以 用 一 辐 助 共 形 映照 来 定义 主 值 ， 这 一 了 映照 将 一 了 中 
瑞 为 一 直线 段 。 留 数 定 理 的 推广 是 很 容易 看 出 的 ， 它 证 明了 , 主 值 是 与 所 甲 的 辅助 共 
形 映 照 无 关 的 。 
2D1。 


的 半径 选 为 1。 对 于 给 定 的 01 及 On， 典型 映照 除了 一 旋转 之 外 
是 唯一 确定 的 ,这 可 从 方程 组 (15) 只 能 有 一 个 解 这 一 事实 看 出 . 

连通 数 为 nn 的 — 典 型 域 的 形状 依赖 于 3mw 一 6 个 实 常 数 . 事实 
上 ,每 一 裂缝 的 位 置 和 大 小 由 三 个 数 确定 ， 总 数 就 是 82 一 6 环 的 
厚度 给 出 了 一 个 附加 的 参数 ,但 因 旋 转 是 任意 的 , 所 以 有 男 一 参数 
可 以 不 计 ， 


习 是 


1. 试 直接 证 明 ， 两 名 环形 是 共 形 等 价 的 ， 当 且 仅 当 它们 的 半径 之 比 相 
等 ， 

2. 求证 : Wa — On, 

[提示 ， 应 用 第 4 章 定理 21.] 


5.2 Green 函数 


现在 仍 设 8 是 具有 有 限 连 通 数 的 一 个 域 , 由 于 我 们 可 以 作 过 
渡 的 共 形 映照 ， 因 此 可 设 8 由 解析 围 线 01,…, 0 围 成 ， 这 里 
% 一 工 的 情形 也 将 包括 在 内 . 

考察 一 把 boE0, 并 以 边 值 log 改 -| 解 8 中 的 Dirichlet 问 
题 . 记 解 为 G4z)， 但 主要 是 研究 函数 kz) 一 CC) 一 log|z 一 zo|， 
这 一 函数 称 为 8 的 Green 函数 , 它 在 点 z 处 有 极点 。 为 了 着 重 
指出 它 依赖 于 z， 故 将 它 记 为 g(%， 20)， 

Green 函数 在 绍 中 除了 点 细 以 外 ， 是 到 处 调和 的 ， 且 在 边界 
上 等 于 零 . 在 的 一 个 邻 域 中 ， 它 与 一 log |z 一 wo| 相差 一 调和 函 
数 。 根据 这 些 性 质 ，y(2) 是 唯一 地 确定 的 .因为 , 如 gi(z) 具有 同 
样 的 性 质 , 则 g 一 gi 在 整个 8 中 调和 ,而 在 边界 上 等 于 零 。 根 据 极 
值 原理 , 可知 gj 和 恒 等 于 yg. 

如 两 个 域 是 共 形 等 价 的 ， 则 具有 对 应 极点 的 Green 丽 数 在 互 
相对 应 的 所 上 是 相等 的 。 更 明确 地 说 , 设 “= 一 2 人 定义 一 个 把 《 平 
面 中 的 域 作 映 成 z 平面 中 域 0 的 一 一 共 形 映照 ,选择 一 点 Lo E00 
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并 以 5 20) 表示 只 的 Green 函数 ,其 裤 点 在 %0 一 2《Lo)， 则 
gz)，20) 就 是 2 的 Greon 函数 . 为 了 证 明 这 一 点 , 先 看 如 果 《 
趋 近 于 一 边界 点 , 唱 2 ) 趋 近 于 台 的 边界 , 因此 94 ，zo) 的 边 
值 为 0. 至 于 在 6o 处 的 性 态 , 因 9(z(&), %0) 与 --1l0g|z(6) 一 2(&0) | 
之 差 是 和 5) 的 一 个 调和 和 函数， 因此 也 是 6 的 调和 泡 数 ， 但 因 差 
jog|z(L) 一 z(Lo)| 一 log|16 一 如 | 也 是 调和 的 , 故 知 g(2(6), 0) 在 
处 有 所 需 的 性 态 ， 这 就 证 明 Green 函数 在 共 形 映照 下 保持 不 变 ， 
根据 这 一 不 变性 ,随意 作 过 渡 的 共 形 映照 当然 是 可 以 的 ， 

在 单 连通 域 的 情形 ， 在 Green 函数 与 Riemann 映照 函数 之 
间 有 一 简单 关系 、 对 于 单位 圆 盘 1 < 二 关于 原 反 的 Green 图 
数 显然 为 -1logl2|， 因 此 , 如 忆 = 了 (2) 将 8 映 成 单位 圆 盘 , 而 2 
映 成 原点 , 则 根据 不 变性 , 得 

glz, 20) = ~—10g |f(2)1. 
反之 , 如 9(%，z0) 为 已 知 , 则 映照 函数 也 可 以 确定 . 

Green 函数 具有 一 重要 的 对 称 性 质 ， 给 定 两 所 2， x2 为 
简单 起 见 ， 令 942) 一 Ii gz 2%2) 一 go、 根据 第 生 章 定理 21 可 
知 ， 微 分 91 49s 一 ga dgi 在 一 个 从 2 除去 尽 纺 ， 品 后 所 成 的 域 中 
是 局 部 正 合 的 . 如 co 及 oa 是 取 正 问 的 两 个 小 圆 ,圆心 分 别 为 所 及 
2 则 闭 链 Cc-es 同调 于 零 (如 前 , C=Ca+T… 十 CJ. 由 于 
gu 9 在 O 上 等 二老 , 获 知 


| 91 dg2— 92 gi=0. 
全 二 qi 十 log|1% 一 各 |, 则 dgi 一 "dG 一 4aTg(% 一 24), 于 是 
| yi dga— gs dg -=| CO1 “dga— yg2 ‘dGs—| log | 一 红 | dg 


+| ga darg(% ~ 2%1). 
上 上 式 在 侧 第 一 个 积分 等 于 零 ， 因 为 Ga 和 ga 在 cx 内 是 调和 的 ， 第 
二 个 积分 也 等 于 零 ,因为 1z 一 zz| 在 of 上 是 当 数 ,而 且 cgs 在 2 的 
一 个 邻 域 中 是 一 正 合 微分 。 最 后 一 积分 根据 调和 两 数 的 均 全 性质 
可 知 等 于 2 05g2(%1), 同 理 可 得 沿 cs 几 积 分 为 — ir91(23), 这 就 证 
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了 go(%1) 一 g1 (2%) 一 0， 或 
9 (81, La) = g(a, 21). 
由 于 这 一 对 称 性 质 ， 故 知 Green 函数 yg(z, zo) 也 是 第 二 变数 的 调 
2，20) 的 共 斩 函 数 当然 是 多 值 的 ， 记 为 Az， 20)， 在 以 为 
圆心 的 一 个 小 圆 c 上 , 它 具 有 周期 2xwx， 此 外 , 它 具 有 周期 


Pos) =| hls 加 = “gs so) Fl 5 风 


这 一 关系 的 证 明 仍 可 应 用 第 4 章 定 理 21. ar 09 一 9 dox 沂 
C 一 c 的 积分 等 于 零 . 沿 O 的 积分 等 于 Px(z0), 而 沿 6 的 积分 用 上 
面 同 标 的 计算 方法 可 知 为 2www(z0o)， 这 就 证 明了 
Pr(%0) =25mr(¢0). 


5.3 具有 平行 颖 的 域 


比 前 面 更 明显 一 些 , 我 们 令 
gl%, so0) =—G (sz, #0) 一 Iog|z 一 如 |， (16) 

其 中 一 zo 十 Wo E08。 我 们 知道 9(%, zo0) 是 对 称 的 ,并且 关 于 每 个 
变量 都 是 调和 的 ; 作为 z 的 函数 , 它 有 边 值 log16 一 zol. 

考察 差 商 Q 有 ) = 二 (G(s, zo 十 如 一 Q(z, zo0))/h, 其 中 如 是 实 
的 ,并 取得 如 此 小 ,使 ;+ 如 仍 属于 2. 这 是 % 的 一 个 调和 函数 ,有 
边 值 (log|C 一 zo 一 | 一 log15 一 zol)/h。 当 及 一 0 时 ,这 些 边 值 一 致 
地 趋 于 6/6ro1log|5 一 zol 二 一 Re1/ (6 一 %0)， 由 极 从 原理 可 知 ， 
Q(z, 有 ) 不 仅 在 紧 致 集 上 ,而 且 在 整个 2 上 一 致 地 趋 于 极限 
(0/86zo)G(z, zo)。 这 样 ,如果 我 们 把 边 值 一 并 考虑 ， 就 得 到 闭 包 
Q- 寺 的 一 致 收敛 性 , 这 里 87 是 一 个 紧 致 集 . 结论 是 ， 作 为 z 的 
函数 , (0/0zo)G(s,，%o) 在 8 内 调和 ,并 有 边 值 一 Re1/(6 一 20)， 如 
果 与 (16) 比 较 , 就 知道 va(z) 一 (6/0w0)g(%, 2z0) 对 2 关 如 调和 ,在 边 
界 上 保持 为 零 , 并 与 Re 1/(% 一 20) 相 差 一 个 调和 也 数 . 

ui(z) 的 共 罗 函 数 在 围 线 CO，s 上 具有 某 些 周期 4s。 不 过 , 我 们 
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不 难 作 出 wz(z) 与 调和 测度 oj(z) 的 一 个 线性 组 合 , 使 它 的 共 示 亏 
数 的 周期 为 零 ， 实际 上 ， 辆 数 公 十 和 neo 十 … 十 和 in 就 具有 这 
Nes Mocagt 7 Mn i018= 4 = 1D 
我 们 已 经 知道 这 一 非 齐 次 方程 组 恒 有 一 个 解 。 因此 , 议 确 并 了 隔 
数 p(z) 的 存在 ,这 一 函数 除了 在 zo 处 具有 一 单 极 点 , 其 留 数 为 1 
之 外 ,在 2 内 单 值 且 解析 , 它 的 实 部 在 每 一 围 线 上 都 是 常数 , 根据 

这 些 条 件 , pCz) 除 了 一 个 附加 常数 外 ,是 唯一 地 确定 的 . 

如 对 yo 求 导 ， 则 完 仿 类 似 地 可 得 出 结 论 , 25(2) = 一 (0/0wo) 
“gl%, x0) 在 边界 上 等 于 零 ,并 与 Im 1/(z 一 wo) 有 同样 的 奇 性 . 如 加 
上 一 适当 的 调和 测度 的 线性 组 合 , 则 共 思 函数 将 是 单 值 的 ， 故 知 
存在 一 单 值 的 解析 注 数 gq(z), 其 奇 部 为 4/(z 一 20), 其 虚 部 在 每 一 
围 线 上 是 常数 . 

出 函数 p(z) 及 9(%) 可 得 简单 的 典型 陕 照 ， 

定理 ? 11 由 P(2) 有 4(2) 所 确定 的 腔 昭 症 一 对 一 的 ，2 的 象 


| 


成 (图 6- 6a 3). 


图 6-5 有 平行 颖 的 域 
这 一 定理 的 证 明 完 全 与 定理 10 的 证 明 相 仿 . 这 时 表达 式 
a G7) 
所 表示 的 是 p(2) 一 wo 的 零点 数 减 去 其 极点 数 . 但 不 难看 出 , (17) 
式 对 所 有 的 we， 包括 边 值 在 内 , 都 等 于 零 。 在 边 值 的 情况 下 ， 应 
取 主 值 ， 但 如 wo 取 在 Cn 上， 则 | pdz/(D 一 wo) 的 虚 部 在 O04 上 等 于 
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零 ， 因 此 就 不 会 有 困难 .由 于 这 里 肯定 具有 一 个 极点 ， 故 知 p(%) 
在 马 的 内 部 取 每 一 值 一 次 ， 广 边界 上 取 每 一 值 二 次 ,或 视 重 复 度 
为 2 时 证 边界 上 取 每 一 值 一 次 .至 于 证 明 的 其 余部 分 就 与 上 面 的 
完全 一 样 ， 对 于 (2), 同样 的 证 明 也 正确 . 

具有 平行 颖 的 域 可 当 作 典型 域 ,但 它们 不 都 匡 共 形 等 价 的 , 即 
使 要 求 ce 点 对 应 于 ce 点 时 也 如 此 . 例如 ， 由 plz) 及 ig(%) 所 作 
的 映照 瞻 出 不 同 的 直 颖 域 , 但 都 是 共 形 等 价 的 . 除了 一 平行 的 平 
移 之 外 , 裂缝 的 上 映照 只 是 对 在 名 处 具有 同样 留 数 的 映照 而 言 ， 才 
是 唯一 确定 的 ， 


习 题 


1， 证 明 : 对 于 z* 过 2，9(2，5) 是 关于 两 个 变量 同时 连续 的 ， 

[提示 ， 对 G(z，s) 应 用 极 值 原理 .] 

323， 证 明 函 数 e (gcosa 十 人 Sinoa) 将 吕 贞 成 一 个 由 一 些 斜 锋 围 成 的 
域 . 

“3. 用 习题 2 证 有 明 wp 十 9 将 一 对 一 地 映 成 一 个 由 凸 围 道 围 成 的 域 . 

[和 注 ，4 一 条 闭 曲 线 称 为 凸 的, 如 果 它 与 每 一 条 直线 至 多 相交 两 次 ， 

(11) 要 证 明 0 在 p 十 9 下 的 象 是 西 的 ， 只 须 证 明 , 对 任 一 个 a, 函数 
Re(p 十 9)e “在 Ci 上 取 值 不 超过 两 次 ,但 Re(p-+q)e* 与 Re(gq cosa-+ipsina) 
只 差 一 个 常数 ,而 所 要 的 结论 由 习题 3 中 映照 沙 数 的 性 质 即 可 推 得 . 

(1) 最 后 ,可 用 幅 角 原理 证 明 : 围 道 Cx 的 象 关 于 p+4 的 所 有 值 都 有 环 
绕 次 数 0。 特 别 , 这 意味 着 凸 的 曲线 彼此 互 不 相交 .] 
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第 7 章 椭圆 函数 
1 单 周 期 函数 


函数 jz) 称 为 是 周期 的 , 周期 为 w 关 0,， 如 果 对 所 有 2 
f (z+w) =f (2). 

例如 , e 具有 周期 2xi, sinz 与 cosz 具有 周期 2w. 更 精确 地 说 ， 
我 们 只 感 兴趣 于 解析 的 或 亚 纯 的 函数 (2), 并 且 在 一 个 域 人 2 中 
考察 它们 ,而 域 Q 经 变换 z->z 十 @ 映 成 自身 . 

如 果 中 是 一 个 周期 , 那 末 所 有 它 的 整 倍 数 wo 也 都 是 周期 ， 另 
外 还 可 有 别 的 周期 ,但 目前 我 们 专门 集中 注意 于 周期 wo。 从 这 一 
观点 看 , 我 们 将 称 f(z) 是 一 个 具 周 期 o@ 的 单 周 期 函数 . 特别, 到 本 


唱和 


身 是 否 是 妨 一 周期 的 倍数 , 那 是 无 关 紧要 的 ， 


1.1 用 指数 函数 表示 


周期 为 w 的 最 简单 函数 是 指数 函数 e"*”. 一 个 基本 事实 是 ; 
任何 具 周 期 w 的 函数 都 可 用 这 一 特殊 函数 表示 ， 
设 怠 是 -一 个 具 下 述 性 质 的 域 ， 即 *E2 绚 洱 2z 十 woCE4 和 
Zz 一 CEQ， 在 -平面 上 定义 2 为 8 在 映照 《=e”*” 下 的 象 ; 显 
然 是 一 个 域 ， 例如, 若 8 是 整个 平面 , 则 2 是 控 掉 0 的 平面 . 
若 0 蚌 一 个 平行 缝 ， 由 4<Im(2mwz/w)<b 定 义 ， 则 2 是 回环 
so<|l<e 
假设 f(z) 在 日 中 亚 纯 并 具有 周期 6。 则 在 2" 中 在 在 唯一 一 
个 函数 己 , 使 得 
0) = Pe"). (1) 
事实 上 ， 为 确定 CC)， 令 =e”*%*， 则 除了 相差 @ 的 一 个 倍数 
e 203 4 


外 , 2 是 唯一 的 ， 而 @ 的 这 个 倍数 并 不 影响 值 f(z)， 显 见 玉 是 亚 
纯 的 . 反之 ， 如 果 了 是 在 2 中 亚 纯 的 , 则 (1) 确定 一 个 具 周 期 
® 的 亚 纯 图 数 信 


1.2 Fourier 展开 


假设 42 包含 一 个 环 71< 之 上 | 之 rs, 在 其 中 五 设 有 极点 。 在 这 
环 中 , 有 Laurent 展开 


FOO = BD onl", 
从 而 得 到 f (0) = Bone, 


这 是 f(z) 的 复 Fourier 展开 , 在 对 应 于 给 定 环 的 平行 颖 中 有 效 ， 
系数 (参看 第 5 章 第 1.3 节 ) 由 下 式 给 出 
3 PO (na<r<ra)， 
作 变量 变换 , 上 式 变 为 
z c- 二 | “7 (z)6 一 900 
这 里 a 是 平行 颖 中 的 一 个 任意 的 点 , 而 积分 是 沿 着 从 到 a 二。 闪 
保持 在 颖 内 的 任 一 路 径 进 行 的 ， 如 果 了 (2) 在 整个 平面 中 解析 ， 则 
同一 Fourier 展开 到 处 成 立 . 


Cn 一 


1.3 有 穷 阶 函数 


当 4 是 整个 平面 时 ,4 的 在 5 一 0 与 6 一 co 有 孤立 奇 点 。 如 
果 这 两 个 奇 点 都 不 是 本 性 奇 点 , 就 是 说 ,它们 或 者 是 可 去 奇 点 , 或 
者 是 极点 , 那 末 了 是 一 个 有 理 函 数 , 这 时 我 们 说 具有 有 穷 的 阶 , 
等 于 的 阶 ， 

我 们 记得 , 一 个 有 理 范 数 取 每 一 个 复数 值 包括 ce 的 次 数 是 相 
同 的 , 只 要 我 们 遵守 通常 天 于 重 数 的 约定 。 同样 ,对 于 有 穷 阶 单 膨 
期 冰 数 ,如 果 我 们 对 2 与 ?二 wo 不作 区 别 ,就 得 到 一 个 类 似 结果 . 用 
一 个 方便 的 术语 ,我 们 说 2 十 nw 等 价 于 *。 如 果 上 了 是 色 阶 的 , 则 它 
,264 。 


将 在 m 个 不 等 价 的 点 上 取 到 每 一 个 复数 值 c 关 (0) 与 (co), 重 
数 重 发 计数 . 我们 还 注意 到 , 当 Imkz/ 四 一 一 ce 时 ,Je) 一 下 (0)， 
而 当 Im (sj@)->o0 时 , f(z) 下 (co). 如果 我 们 把 这 些 但 也 妆 
作 它 “ 取 到 的 信 (具有 固有 的 重 数 ),， 那 就 可 以 保持 所 有 复数 值 恰 
好 取 到 m 次 的 说 法 ， 

对 于 刃 一 种 解释 , 我 们 可 以 考虑 由 0<1Im(s/@)<2w 所 定义 
的 周期 颖 . 由 于 这 一 颖 只 包含 每 一 等 价 类 中 的 一 个 代表 ， 故 f(?) 
在 周期 缝 中 取 每 一 复数 值 m 次 , 但 值 了 (0) 与 下 (co) 除外 ， 它 们 
需要 作 特殊 约定 . 


2 双 周 期 男 数 
术语 椭圆 函数 与 双 周期 函数 是 互通 的 ; 我 们 在 讨论 矩形 和 某 


些 三 角形 的 共 形 映照 时 已 遇 到 过 这 种 函数 的 例子 (第 6 章 ,第 2 
节 ). 椭 图 函数 曾经 是 广泛 研究 的 对 象 , 一 方面 是 由 于 它们 所 具有 
的 函数 论 性 质 , 另 一 方面 是 由 于 它们 在 代数 与 数论 中 的 重要 作用 . 


我 们 引 论 性 的 题材 只 包括 一 些 最 基本 的 方面 . 


2.1 周期 模 


设 f(z) 是 整个 平面 内 的 亚 纯 函 数 . 我 们 要 研究 它 的 所 有 周 
期 组 成 的 集 央 。 如 果 中 是 一 周期 ， 那 来 它 的 所 有 整 倍数 nw 也 都 
是 周期 ; 而 大 oi os 属于 前， 则 oz 十 os 也 属于 及; 因此 ,所 有 的 
线性 组 合 和 ooxz 十 9iaosa 也 属于 在， 在 代数 中 ,具有 这 些 性 质 的 集 称 
”为 一 个 模 ( 更 精确 地 ,对 整数 的 模 ), 我 们 称 型 为 了 的 周期 模 . 

除了 常数 函数 这 一 平凡 情形 之 外 , ML 还 具有 一 种 拓扑 性 质 ; 
它 的 所 有 点 都 是 孤立 的 ， 事实 上 , 由 于 对 所 有 的 wE 弄 有 Jo)= 
f(0), 因此 ,一 个 有 穷 察 点 的 存在 直接 蕴涵 着 了 是 常数 .一 个 具 孤 
立 点 的 模 称 为 是 离散 的 . 

我 们 的 第 -一步 是 确定 所 有 的 离散 模 ， 

定理 1 一 个 离散 模 或 者 由 零 单 独 组 成 ， 或 者 由 一 个 复数 


| 


全 M1 二 naa 组 成 ， 这 里 ， 比 1/ (09 非 实 数 ， 
只 要 MM 包 依 一 数 w 关 0,， 它 必 也 包含 一 数 ， 其 绝对 但 为 最 小 ， 
称 它 为 ez， 事实 上 ， 如 果 了 足够 大 ， 则 圆 盟 1z1 委 ”包含 以 中 噶 
于 0 的 一 点 ， 由 于 以 中 的 点 都 是 孤立 的 ,所 以 这 种 点 只 有 有 穷 多 
个 , 我 们 选择 ol 为 最 靠近 原点 的 点 (读者 可 以 证 明 这 里 总 有 2, 对 
或 6 个 最 靠近 的 点 )， 倍 数 wx 也 都 属于 必 , 而 这 些 可 能 是 全 部 
J 了 、 
现在 假设 存在 一 个 wEM, 它 不 是 o 的 整 倍数 .在 所 有 这 
样 的 中 ,有 一 个 , 其 绝对 值 是 最 小 的 , 设 为 wa， 我 们 断言 wa/ aa 
不 是 实数 . 如 果 它 是 实数 , 则 将 有 一 个 整数 ?使 得 mw<os/ mi 和 wm 十 
1， 这 样 将 有 0< |nwi 一 os| < |joi| ， 这 是 一 个 显然 的 矛盾 . 
现在 可 以 断言 , W 中 的 所 有 数 都 有 形式 mmoli+ywaos。 首先 ， 
由 于 oayox 非 实数 ， 所 以 任何 复数 w 可 写成 形式 al 二 和 aa 其 
中 hh 都 是 实数 ， 为 看 出 这 一 点 , 只 须 解 方程 组 
刀 一 人 101 十 和 3003， 
= A101 十 Ng0)2. 
由 于 行列 式 wzos 一 wawz 不 等 于 零 ， 故 方程 组 有 唯一 的 一 组 解 
(A1, Ne); 但 (1, a) 也 是 一 组 和 解 ， 因此 人 1 与 人 3 必 是 实数 . 为 继续 


进行 证 明 , 存在 整数 mi .ma, 使 得 |)a 一 ma| < 去 ，|N 一 ma| < 去 
如 果 woE 了 1， 则 


OW = co 一 01724001 一 Ma 

也 属于 M， 我 们 有 |o'|< 去 |oz| 十 去 |os|<los|, 其中 第 一 个 
不 等 式 是 严格 不 等 式 , 因为 ws 不 是 oil 的 实数 倍数 .根据 os 的 选 
定 方式 ， 故 知 w' 必 是 oz 的 一 个 整 倍数 ， 因 此 ww 具有 所 断言 的 形 
式 ， 
2.2 么 模 变 换 

下 面 我 们 假定 出 现 的 是 定理 1 中 的 第 三 种 情况 《ol os) 具 
200。 


有 这 样 的 性 质 ， 任 一 EM 有 了 瞧 一 的 表示 ， 其 形式 为 w 一 mca+ 
na0s， 具 有 这 一 性 质 的 住 一 数 对 称 为 型 的 一 组 基 ( 即 使 它 的 构造 
在 定理 1 的 证 明 中 没有 被 确定 ). 
我 们 来 研究 两 组 基 (ol, 0@9) 与 (01, 9) 之 闻 的 关系 .由 于 (wy 
3) 是 一 组 基 , 故 存 在 整数 a, 8,c, 4, 使 得 
= Qa bu, (2) 
0 = C4 二 G01, 
车 好 我 们 把 这 两 个 方程 写成 矩阵 形式 
C9 /fa b 1 
(% )-( | of 
对 于 复 共 配 ,同样 的 关系 成 立 ,这样 就 有 
Co co /a b\/ wa | 3) 
钙 -人 让 Cof 
由 于 (oi，o9) 也 是 一 组 基 , 所 以 类 似 地 得 到 
2 
COUT WwW1 C 0 Wi OW1 
其 中 @, 5 ,0, 为 整数 . 
从 (3) 和 (和 得 
Wa Wa a’ b\/oa b\w as 
5 
全 2 (S 2 儿 。 人 加 
这 里 行列 式 os 一 wi@a 关 0, 因为 不 然 的 话 , 模 中 任 两 数 之 比 将 为 
实数 , 这 与 假设 矛盾 . 行列 式 直 0 的 矩阵 必 有 逆 , 如 末 用 本 - 2 
的 道 去 乘 (5), 就 得 到 
a b'\/ab ( 1 
和 o )( ;)- 0 1 
ft bp’ 
知 阵 “ A if ) 互 为 过 旺 隆 - 特别 是 , 它们 的 行列 式 必 须 满 


ca De 四 
ce 好 C 


。 261 。 


而 由 于 两 个 部 是 整数 ,所 以 必 有 
ab! la 0 
cd | Cc 
形 如 (2) 的 线性 变换 如 有 具有 整 系数 ， 且 行列 式 等 于 土 1, 则 这 
样 的 线性 变换 称 为 是 么 模 的 . 我 们 已 经 证 明了 ， 
同一 模 的 任 两 组 基 由 一 么 模 变 换 相 联系 


-1 


网 7-1 周期 并 
几何 上 , 自然 要 考虑 由 一 组 基 (wi,， wa) 张 成 的 平行 四 边 形 在 
模 的 所 有 数 形成 的 点 阵 中 的 关系 .图 7-l 表示 同一 模 的 两 组 基 . 
注意 , 两 个 平行 四 边 形 有 相等 的 面积 . 
应 当 指 出 , 勾 模 矩阵 , 或 对 应 的 线性 变 抄 , 形成 一 个 群 ， 称 为 
模 群 ， 


2.3 典型 基 


在 MM 的 所 有 可 能 的 其 之 间 , 可 以 抽出 几乎 是 唯一 的 一 组 , 称 
为 典型 基 . 使 用 这 样 一 组 特殊 的 基 , 并 不 总 是 必要 的 , 甚至 也 不 是 
值得 想 望 的 , 但 重要 的 是 要 知道 它 是 存在 的 .除了 一 些小 的 调整 
之 外 , 它 将 是 定理 1 证明 过 程 中 引进 的 其 . 

定理 名 存在 一 组 基 (@1, os)， 使 得 比 7 一 oa/ ol 满足 下 列 条 
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件 : GD)Imr>0i (划一 于 二 Rer< iii) 可 | 关上 Gv) 如 条 
了 | = 二 则 Re r>>0， 比 值 z 由 这 些 条 件 唯 一 确定 , 而 有 二 个 、 四 


个 或 六 个 对 应 的 基 可 供 选 择 

证 ”如同 在 定理 1 的 证 明 中 一 样 , 选 @9 与 @z, 则 [oi| 志 |wsz|， 
wal 寺 |lorwal, 且 josj 和 jos 一 os|. 用 7 表示 ,这 些 条 件 就 等 
价 于 |r| >1 和 |Rer| < 去. 如 果 Imr<0, 则 用 (一 ou os) 代 千 
(oil，owa); 这 使 得 Im r>0， 但 不 改变 Rer 的 条 件 。 如 果 Re7= 
一 去, 则 将 基 换 为 (ou wx 十 oa) ,而 如 果 |r| 一 了 Rer<0, 则 将 基 


换 为 《一 oa wu 经 过 这 些小 的 改动 之 后 ， 所 有 的 条 件 都 得 到 满 
不 . 


几何 上 ,条 件 () 至 (iv) 表示 点 5 位 于 图 7-2 所 示 的 那 一 部 分 
复 平面 中 ， 它 由 圆 |r| -1 和 铅 直线 Rer 一 土地 围 成 , 但 只 包括 


边界 的 一 部 分 . 虽然 这 集 不 是 开 的 ,但 称 它 为 么 模 群 的 基本 区 域 . 
我 们 已 经 看 到 , 最 一 般 的 基 的 变换 是 由 勾 模 变换 实现 的 变换 ， 
如 果 新 的 比 是 z， 则 


a aT++b 
crta’ (6) 


其 中 ga 一 bc 二 土 1, 经 过 简单 的 计算 ， 
得 到 


Im 
| ez 十 二 


其 中 正 负 号 应 取得 与 ad 一 be 相同 . 
假设 z 和 7 都 位 于 基本 区 域 中 . 

我 们 来 证 明 , 这 时 它们 必 相 等 。 首先 

注意 到 , 在 (7) 中 成 立 的 是 正 号 ,因此 

ad 一 pe=T， 其次, 由 于 +、v 是 对 称 出 7 2 7 出 

的 ， 故 不 妨 假设 Imzr'>>Imr， 于 是 从 (7) 可 知 |certadj<1, 但 。 

与 & 都 是 整数 ,所 以 要 这 一 不 等 式 成 立 , 只 有 极 少 几 种 可 能 . 
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Tm rr 一 


(7) 


一 种 可 能 是 ce=0, d= 十 1， 关系 cd 一 px = 化 为 cd 于 而 
由 于 < 与 4 都 是 整数 ,所 以 或 者 5 一 4 一 工 或 省 4=4= 一 1， 万 程 
(6) 变 为 了 一 z 土 六 由 条 件 ( 这 可 知 16| ==1ReT 一 Rezr| 天 1. 因此 ， 
由 于 6 是 整数 ,有 b=0, 7 一 7 

现在 假设 c 了 #0. 条 件 |z 十 &/cl<1/1c| 缠 涵 着 |c| = 二 因为 


如 果 |c| 之 2, 那 示 点 到 实 轴 的 距离 将 < 二 , 这 显然 不 可 能 , 因 


为 基本 区 域 中 到 实 轴 最 近 点 的 距离 是 V 3 /2, 这 样 就 有 j* 士 gj 去 
1, 看 一 下 图 7-2 就 知道 这 只 能 在 4=0 或 4= 土 1 时 出 现 . 不 等 式 
1 十 1| <<1 决 不 能 满足 ， 因 为 点 eo" 不 在 基本 区 域 中 ,而 不 等 式 
1z 一 i 专 王 仅 当 7==e" 时 成 立 ， 在 后 一 种 情况 下 ,|cz 十 4| = 土 
于 是 由 (7 可 知 Imz'=Im7w, 因此 ,由 基本 区 域 的 形状 知 7 =7. 
现在 只 剩 情形 g=0， |c| =1. 条 件 jzj 和 1 连同 (ii) 表明 


T==1， 从 bec= 一 1 可 若 b/c 一 一 1 且 v= 士 4 一 二 一 土 4 一 所 


以 Re(z 二 T= 土 %, 而 由 (让 ) 知 , 这 仅 当 4==0 时 才 可 能 , 在 4=0 
时 r = 一 I/Y， 于 是 与 iv) 矛盾 ,除非 一 一 2 

我 们 证 明了 是 唯一 的 . 典型 基 (ol, os) 总 可 以 换 为 《一 co， 
一 os)。 为 要 其 他 的 基 具 相同 的 z, 必须 而 且 只 须 z 是 么 模 变 换 
(6) 的 一 个 不 动 点 ， 这 只 在 T=% 或 T=e™ 3 时 出 现 ; 前 者 是 一 4/7 
的 一 个 不 动 点 ， 后 者 是 一 (zt 十 1)/73 与 一 1/(7 十 1 的 不 动 点 。 这 
些 就 是 定理 中 考虑 到 的 多 重 选 择 . 


2. 和 4 椭圆 范 数 的 一 般 性 质 


下 面 , f(%) 表示 一 个 亚 纯 函 数 , 它 容 许 以 基 (aa，ows) 为 周期 的 
以 中 包含 所 有 的 数 . 我 们 不 假设 基 是 典型 的 ， 也 不 要 求 天 包含 
全 部 周期 . 

为 方便 计 , 我 们 称 拉 迭 合 ( 同 余 ) 于 %, 记 为 和 三 (m0d 对 )， 
如 果 差 入 一 za 属于 大， 即 包 =zz 十 Ww91 十 Mawa, 汞 数 了 在 各 个 迭 合 
的 点 上 取 同 一 值 , 因而 可 把 了 看 作 同 余 类 上 的 一 个 函数 . 使 用 这 
一 性 质 的 一 个 具体 方法 是 把 函数 限制 在 一 个 平行 四 边 形 P。 上 , 这 
270。 


门 边 形 的 顶点 是 4, < 十 @1，2 十 wo, 4 十 wt 十 wo， 使 用 这 个 平行 四 
边 形 , 包括 它 的 一 部 分 边界 , 就 可 以 把 每 一 同 余 类 恰好 用 P 中 一 
点 来 表示 , 于 是 了 由 它 在 P。 上 的 值 完全 确定 。 至 于 u 的 选择 , 那 
是 无 关 紧 要 的 , 我 们 留 着 让 它 自由 取 定 , 以 便 做 到 使 了 在 P。 的 边 
界 上 没有 极点 . 

定理 3 一 个 没有 极点 的 椭圆 函数 必 是 常数 ， 

如 果 Je) 没有 极点 , 则 它 约束 在 Ps 的 闭 包 上 ， 因 而 在 整个 平 
面 内 是 有 界 的 . 由 Liouville 定理 (第 4 章 第 2.3 节 ), 它 必 化 为 党 
数 . 

由 于 诸 极点 没有 聚 点 ,所 以 在 Ps 中 只 能 有 有 穷 个 极点 ， 当 我 
们 说 一 个 椭圆 函数 的 极点 时 ， 是 指 互 不 迭 合 的 极点 全 体 所 成 的 一 
个 完全 集合 ， 重 数 按 通 常 方 式 计数 . 

定理 4 一 个 权 圆 函数 的 留 数 之 和 为 零 ， 

我 们 可 以 这 样 选取 a, 使 得 没有 一 个 极点 落 在 P; 的 边界 上 . 
如 果 边 界 9P。 是 以 正方 向 描 出 的 ， 则 在 P 内 的 极点 上 的 留 数 之 
和 等 于 


5 1 0 人， 


由 于 了 有 周期 oz.oa， 故 积分 等 于 堆 , 因 为 沿 平行 四 边 形 对 边 的 积 
分 互相 抵消 . 

作为 这 定理 的 一 个 推论 ， 不 存在 只 有 一 个 单 极点 的 椭圆 范 

数 . 
定理 5 一 个 不 等 于 常数 的 档 加 西数 ， 有 多 少 个 地点 ,就 有 多 
少 个 极点 ， 

了 的 极点 和 零点 都 是 三 /的 单 极 点 ,而 了 /了 本 身 是 一 个 椭圆 
函数 . 重 数 是 广 /f 的 留 数 ,零点 的 为 正 , 极点 的 为 负 。 于 是 定理 
即 可 由 定理 4 推 得 . 

如 果 c 是 任 一 常数 , 则 f(z%) 一 c 与 f(z) 有 相间 的 极点 。 因 此 ， 
时 有 各 个 人 都 取 相 辐 多 的 次 数 。 方程 f(2) 6 的 不 重 迭 的 根 的 个 
数 称 为 椭 贺 函数 的 阶 、 
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定理 6 一 个 本 图 函数 的 零点 co …， 0 与 极点 如 ，…，bh 汪 
04 十 … 十 0 三 0 十 十 0 (mod M). 
为 证 明定 理 , 考察 只 分 


1 zf’ (%) 
0), Fl) 人 (5) 


这 里 我 们 仍 可 假设 在 边界 上 没有 极点 或 零点 。 根据 留 数 定理 ,只 
要 选取 代表 性 的 零点 和 极点 都 在 Ps 的 内 部 ， 积 分 就 等 于 a 十 … 
gn 一 一 … 一 bs. 考察 从 & 到 & 二 wz 以 及 从 0 十 wa 到 4 十 wi 十 
的 边 。 沿 这 两 边 的 积分 的 对 应 部 分 可 以 写成 
LH 0 a 


Di \Jo orm/ f(z) 2mije f(z) 
除了 因子 一 ws 之 外 , 右 端 的 积分 表示 当 z 从 ec 变 到 a 十 wi 时 (2) 
所 描 的 闭 曲线 环绕 原点 的 环绕 次 数 . 因此 它 必 是 一 个 整数 .对 另 
一 组 对 边 , 情况 相同 。 所 以 (8) 的 值 有 形式 miw1 十 nw0a, 定理 得 
证 . 


3 Weierstrass 理论 


最 简单 的 椭圆 函数 是 二 阶 的 ， 这 样 的 函数 或 者 有 一 个 二 重 极 
点 ， 留 数 为 零 ; 或 者 有 两 个 单 极点 ， 有 相反 的 留 数 . 我 们 将 介绍 
Weierstrass 的 经 典 例 子 , 他 选择 一 个 具 二 重 极 点 的 函数 作为 系统 
研究 的 出 发 点 . 


3.1 Welerstrass -函数 


我 们 可 把 极点 放 在 原点 ， 而 且 由 于 乘 上 一 个 常数 因子 显然 无 
关 紧 要 ， 所 以 可 要 求 奇 部 为 .如果 了 是 椭圆 函数 ,并 且 在 原点 
和 它 的 迭 合 点 处 上 只 有 这 一 个 奇 反 , 那 末 容易 看 到 , f 必 是 一 个 个 淆 
数 . 事实 上 , f(z) 一 A 一 2) 具 有 相同 的 周期 ,而 没有 奇 点 。 所 以 它 
必 化 为 一 第 数 , 令 z=wv2, 奔 知 这 第 数 是 零 ， 
* 712， 


因为 可 以 随意 加 一 个 常数 ,所 以 在 原点 附近 的 Laurent 展开 
中 ,可 选 常 数 项 为 零 。 经 过 这 一 规格 化 以 后 , f(z) 就 是 唯一 确定 
的 ,习惯 上 用 一 特殊 的 记号 多 (2) 表示 .Launrent 展开 具有 形式 

S82) = 0 二 Qa 二，…: 

到 此 为 止 这 都 是 假设 性 的 ， 因 为 我 们 尚未 证 明 具 有 这 一 展开 
式 的 椭圆 函数 是 否 存 在 ， 在 这 样 的 情况 下 , 我 们 将 遵循 通常 的 方 
法 , 即 在 假设 存在 的 前 提 下 导出 一 个 显 表 示 式 ， 我 们 的 思路 是 用 
第 5 章 2 节 的 方法 展 成 部 分 分 式 。 目 的 是 要 证 明 公 式 


FW- 训 tr (9 


其 中 和 式 取 遍 所 有 w= 一 mw9i 十 naws, 但 0 除外. 注意 , (z 一 @) 是 
在 @ 处 的 奇 部 ,而 减 去 w-? 是 为 了 保证 收敛 性 . 
我 们 的 第 一 个 任务 是 验证 级 数 收 全 .不妨 设 |w|>>2]z|, 则 
由 直接 估计 , 得 
1 2Z( 2c 一 2 ) 
(一 和 )2 CO (2 一 加 ) 
所 以 级 数 在 任 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 , 只 要 
BT 
“事实 上 ， 人 情况 确实 如 此 ， 因 为 w/ei 不 是 实数 ， 所 以 存在 一 个 
bp>0, 使 得 | (rviwy 十 nazwa| 宇 p(nz| 十 jma|) 对 所 有 实 的 数 对 (nz, ns) 
成 立 ， 如 果 只 考虑 整数 , 则 有 各 对 (rm ra) 适合 jn 十 jna|=n. 
这 给 出 


1012| 
oo 


ih 
PP 


< 


lol "<4 > n-2<o0., 
下 一 步 是 证 明 (9) 的 右 端 具有 周期 oa 与 os。 直接 验证 相对 
来 说 是 麻烦 的 。 改 用 如 下 办 法 , 暂时 令 
1 
-+ 加 (Ga 证) 9) 
和 逐 项 导 微 ,得 
Dom 
f (2) 2 > (ZC—0)” 2 之 (一 四 )3。 
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最 后 一 个 和 式 显 然 是 双 周 期 的 ,所 以 .站 2 十 oz) 一 了 (2) 与 有 2 十 @w2) 
一 f(z) 都 是 常数 .由 于 f(z) 是 偶 函 数 ( 从 (10) 看 出 ) 所 以 只 要 取 
2 一 一 0O1/2 及 2=- 一 02/2 就 可 得 出 这 些 常数 都 是 零 ， 这 样 就 证 明 
了 了 具有 所 说 的 周期 . 

现在 得 知 多 (2) 一 f(%) 是 一 常数 ,但 根据 在 原点 的 展开 式 的 形 
式 可 知 这 常数 是 零 ， 从 而 证 明了 乡 (%) 的 存在 , 并 证 明了 它 可 用 
级 数 ( 旨 表示 。 为 便于 参考, 我们 写 出 重要 公式 


多 人 的 = 一 3 习 -ar (11) 


3.2 身 数 6(2) 与 o(2) 


由 于 多 (具有 零 留 数 ,所 以 它 是 一 个 单 值 函 数 的 导数 .习惯 
二 把 多 (z) 的 反 导 数 记 为 一 LC8), 并 加 以 规格 化 , 使 它 是 奇 函 数 . 
应 用 (9), 便 得 到 显 表 达 式 


0 二 2 ). (12) 


收敛 是 显然 的 ， 因为 除了 项 一 一 外 ， 党 着 任何 一 一 条 不 通过 各 极点 的 


路 径 从 0 到 z 织 分 ， 就 得 到 新 的 级 数 ， 

GCC 十 oi) 一 5 十 9 L202) = (2)+n, 
其 中 避 与 4 均 为 常数 ， 它 们 与 wr， wa 有 一 非常 简单 的 关系 .为 
导出 这 关系 ,我 们 任 取 一 个 40, 并 注意 到 , 由 留 数 定理 有 


1 | CZ) =1. 


Om 
这 积分 是 容易 算出 的 ， 只 要 将 沿 着 平行 四 边 形 两 组 对 边 的 部 分 相 
加 好 本 ,从 而 得 到 方程 / 
1103 一 91200 = 2 %%, 
称 为 Legendre 关系 系 . 
内 要 我 们 用 一 个 指数 函数 来 消除 多 值 狂 ， 积 分 还 本 进一步 作 
出 。 正 象 我 们 可 以 直接 验证 的 那样 , 乘积 


es A114. 


0 (2) 一 I (1- 也 /mw 十 页 (8 六 (18) 

收敛 并 表示 一 个 整 函 数 , 它 满足 
0 (¢) /0 (%) = 6 (2), 
公式 (13) 是 o(%) 的 一 个 典型 乘积 表示 . 
当 % 换 为 < 十 9 或 z 十 ws 时 , o(%) 如 何 变 化 ? 从 

0 (g++0w1) _ 0 (%) 
GO (% 十 C01) OG (%) 
立即 可 为 GT(Z 十 Coi) 一 Cia (enz 
其 中 Ci 是 常数 ， 为 确定 这 常数 ， 注 意 o(z) 是 一 个 奇 函数 ， 令 
“一 一 001/2, 就 可 确定 Ca 的 值 , 而 o(z) 满 足 

GZ 十 GT) 一 一 CCZ)600 oe, 


OZ 十 oa) 一 一 IOJETCT OA 人。 


十 ?1 


(14) 


习 题 


1， 试 证 明 任 一 具有 周期 ol ws 的 偶 棋 圆 函 数 可 以 表 成 形式 ; 
(5) — PG) 于 
C UL ge gb) (C= 常数 )， 
只 要 和 0 既 不 是 过 点 ,也 不 是 极点 。 如 果 函 数 在 原点 或 者 等 于 堆 ， 或 者 变 为 无 
穷 , 问 对 应 的 形式 如 何 ? 


2.， 试 证 明 任 一 具 周 期 wl，os 的 椭 回 函数 可 以 写成 


oO(g— Ax) ma 
C kail C(3 一 bx) (C 一 前 数 )。 


[提示 ; 用 (14) 及 定理 6.] 


.3 微分 方程 


用 公式 (12) 容 易 导 出 5(%) 在 原点 的 Laurent 展开 , 然后 经 过 
导 微 殉 得 到 乡 必 ) 的 对 应 展开 式 ， 让 先 我 们 有 


1 1 2 22 2 


对 所 有 周期 求 和 , 得 
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5 -= 三- SA, 
其 中 1 


{i = i 
心 于 中 CO 


注意 ,由 于 之 是 一 个 奇 函 数 ， 所 以 各 周期 的 奇 次 宕 的 对 应 和 为 零 
因为 
2( 扩 一 一 0 的 ， 
我 们 进一步 得 到 
入 (人 = 二 -十 3 (Qh) Ow?. 


在 下 面 的 计算 中 ,我 们 只 写 出 一 些 有 效 的 项 , 应 当 理 解 , 省 略 
的 项 都 是 高 阶 的 : 


COP 


PD'(¢) =— 三 -二 Go 十 20 Gs 二, 


49(2) = + +00 Gt 


60 GP (8) = +0+. 


从 最 后 三 行 得 
DK) — 4H(2) 460 GD 2) = — 140 G+ 
这 里 左 端 是 一 个 双 周 期 函数 ,而 右 端 没有 极点 ， 所 以 得 到 
(2 =49(2) ~—60G09(2) —1400Gs. 
习惯 上 令 go=60Gs, gs=140 Ga， 因而 方程 变 为 
2 (2) 4 2) — 9a (2) — gs. (15) 

这 是 w== 线 (z) 的 一 个 一 阶 微 分 方程 ， 它 可 用 下 列 公式 明显 

地 解 出 ， 


z 鸳 
2 一 | -一 一 一 一 十 oonat， 
~ 4 Yaw 9Y3 


这 起 明 “9 证 一 个 酉 加 积分 的 过 更 确切 地 说 ， 这 种 联系 由 下 列 
。276 。 


恒等式 表示 ， 
PS) daw 
:一 | la) N/T go gs” 
其 中 , 积分 路 径 是 一 条 从 和 到 >: 而 不 过 乡 (2) 的 零点 和 极点 的 路 
径 在 儿 (z) 下 的 象 ,平方 根 前 的 符号 应 取得 使 它 实 际 等 于 乡 (2). 
这 里 应 当 提 醒 一 下 ， 我 们 在 联系 到 抢 形 和 某 些 三 角形 的 其 形 
映照 (第 6 章 第 2 节 ) 时 已 经 遇 到 过 槛 贺 范 数 与 椭圆 积分 之 间 的 


习 是 


Weierstrass 涵 数 满足 很 多 恒等式 ,这 些 和 恒等式 最 好 放 在 习题 中 处 理 . 它 
们 的 证 明 , 或 者 通过 两 个 具有 相同 被 点 与 零点 的 桶 图 函数 的 比较 〈( 当 涉及 o- 
函数 时 ), 或 者 通过 具有 相同 奇 部 的 椭圆 函数 的 比较 ( 当 涉 及 多 函数 与 《 函数 
时 ) 来 进行 。 下 面 的 一 系列 公式 是 这 样 安排 的 ， 即 我 们 只 需要 借助 于 这 一 方 


法 一 次 . 
1. 
BH) — BW = — -ALA AA a w) (16) 
(用 《14) 证 明 右 端 是 z 的 一 个 周期 函数 。 比 较 Laurent 展 式 来 确定 乘法 
佑 数 .) 
2 
BH). yy 加 
BB (gw) ++ 2.(2), (17) 
( 取 对 数 导数 ， 从 (16) 推 得 .) 
3. . 
L240) =L() + + 全 二 (18) 


《这 是 (417) 式 的 一 个 对 称 化 形式 ,) 
和 4。 乡 函数 的 加 法 定理 . 
_ _ 1 f/f Ps)— HF (YW) 
Fg 0) = — Ps) PD +T (SS) (19) 
( 导 人 笋 (18) 每 到 一 个 包含 多 《8) 的 公式 . "(sz) 可 书 (15) 来 消去 ,因由 
(15) 得 20(e) =6 2 5 对 称 化 后 印 得 (9)。 注 意 , 这 是 一 个 代数 加 法 


O/T . 


定理 ,因为 ZK) 与 (Ww) 可 以 通过 2948) 与 2 代数 地 表 出 .。) 


、 1/92'(g)\ 
5. 证 明 92(27) ~ ( ty) -2 #4). 
6. 证 有 明 2'(8) 二 一 ol22)/o(2)4 
Fg) F' (8) 1 
7. 证 明 PU) 2'(u) 1 |=0. 
pstu) —S'(Vts) 1 
3.4 模范 数 入 (7) 
微分 方程 (15) 也 可 写成 


D8) = dP(2) ee) (DB) —e2) (DF(%) 一 83)， (20) 
其 中 el， 62, ca 是 多 项 式 生 0 一 gaw 一 ga 的 根 、 

为 求 出 ex 的 值 ,我们 来 确定 儿 '(z) 的 零点 ， 儿 (%) 的 对 称 性 和 
周期 性 蕴涵 着 儿 (@9i 一 2) = 多)， 因 此 多 1 一 2) 一 一 多 '(%), 人 队 
此 得 到 多 ‘(wy/2)==0。 类 似 地 ， 多 (ws/2) 一 0， 还 有 2 终 《Coa 十 
92)/2) 一 0， 数 wi/2,， wa/2 与 (91 十 03) /2 是 互 不 同 余 的 模 周 期 ， 


所 以 多 ”恰好 有 三 个 零点 ,而 多 和 是 三 阶 的 ， 所 以 所 有 零 扩 痢 是 单 


重 的 . 与 (20) 比 较 即 知 ,可 令 z 
ei— HW/2), ea™= F(a 2), es= F(t 0) /2). (21) 
此 外 ,极为 重要 的 是 , 这 些 根 都 是 相 异 的 、 事 实 上 ， 多 (2) 以 重 


数 2 到 每 一 值 w%,， 如 果 er 之 中 有 两 个 相等 , 那 末 该 值 就 要 被 取 和 
次 ,这 与 乡 是 二 阶 的 事实 矛盾 . 


如 果 在 多 (2) 的 定义 (9) 中 代入 z= 竺 ,和 党 及 针 5 守 , 立 
即 看 到 ex 都 是 21, ws 的 一 2 阶 齐 次 式 \ 换 言 之 ， 如 果 周 期 乘 以 忆 
则 ex 来 以 太 ”")， 因 此 , 量 

A(T) = 2 (22). 


2 一 19 


只 依赖 于 比 Y=oa/ ol 这 已 由 我 们 的 记 法 指出 ， 从 (9) 非 常 清楚 ， 
和 (5) 是 上 半 平 面 tar>0 中 的 两 个 解析 函数 的 商 。 由 于 eea, 所 
以 它 是 真正 解析 的 ， 而 不 仅 是 亚 纯 的 ; 由 于 ea#ea, 它 决 不 等 于 0， 
又 因为 ez 了 es 它 决 不 等 于 十 
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我 们 米 详 细 研 究 一 下 对 Y 的 依赖 性 如果 各 周期 都 经 受 么 模 

变 罚 

2 = Qo G1, 

CI = Cg 1, (28) 
那 末 首先 , 乡 - 函 数 在 这 变换 下 并 不 改变 . 所 以 , 考虑 到 (20), 根 en 
至 多 可 以 置 欣 ， 我 们 来 看 一 下 实际 情况 究竟 如 何 ， 从 (23) 显 然 可 
见 , 如 果 os=d=I(mod2)，5=o=0(mod2)， 那 未 ob/2=ax2 和 
@2/2 三 wo/2， 让 这 一 条 件 下 , ex 并 不 改变 , 因而 证 明了 


a 6b 1 avi+b 
对 于 人 )=(o 7)eaoa?)， 和 ( 十) 一 Na)， (24) 


0 CT 十 二 

满足 (24) 中 同 余 关系 的 变换 ， 组 成 模 群 ( 见 2.2 节 ) 的 一 个 
子 群 , 称 为 同 余子 群 mod2. 方程 (24) 断 言 ,A(7) 在 这 一 子 群 下 是 不 
变 的 ， 一 般 , 如 果 一 个 解析 函数 或 亚 纯 函数 在 线性 变换 组 成 的 群 
之 下 保持 不 变 , 则 称 它 是 一 个 自 守 函数 。 特 别 , 如 果 一 个 函数 是 关 
于 模 群 的 一 个 子 群 的 自 守 函 数 , 则 称 它 是 一 个 模 函 数 (或 椭圆 模 函 
数 ) . 
我 们 还 需要 确定 (7) 在 一 个 不 属于 辐 余 子 群 的 模 变 换 下 的 性 


] 1 0 1 
态 . 只 要 分 浏 考虑 mod 2 同 余 于 (, 1 与 (1 , 的 宪 阵 夸 够 了 ， 


因为 其 他 的 类 型 都 可 由 这 些 答 隆 合成 。 在 第 一 种 情况 下 , 我 们 得 
到 ai/2 一 (os 二 ao)/2 与 ol/2 一 oa/2, 这 意 昧 着 es 与 6s 互 换 而 
ci 保持 不 动 , 因此 和 变 到 (ea 一 ea)/(et 一 ea) 一 入/(% 一 1)，、 在 第 二 种 
情形 ,ogg/2 = w@4/2, w1/2 == az/2, 因而 e: 与 6 互 换 而 入 变 到 
1 一 入， 代表 的 变换 是 Tz 十 1 和 35> 一 1/z， 我 们 看 到 和 7) 满足 
函数 方程 


和 (7 十 工 ) ; 和 (二)=1~X(s). (25) 


3.5 和 (z) 所 作 的 共 形 映照 
为 方便 起 见 , 下面 我 们 使 用 规格 化 od=T os 一 7z。 在 周期 的 
这 一 选择 下 , 从 (9) 和 (21) 得 
299 。 


(26) 
其 中 ， 二 重 级 数 都 是 绝对 收敛 的 。 首 先 我 们 看 到 ， 当 7 为 纯 虚 数 
时 , 这 些 量 都 是 实 的 (这 对 单独 的 wm 也 是 对 的 ), 事实 上 , 当 将 7 换 
为 一 7 时 ,除了 项 的 次 序 重新 排列 之 和 外， 和 保持 不 变 。 所 以 入 (7) 
在 虚 轴 上 是 实 的 . 
T 2 

由 于 (0 1 ) 局 于 同 余子 群 mmoi2 故 有 hz+g=X(a， 多 
言 之 , 和 有 周期 2， 在 第 2 节 中 已 经 看 到 , 这 意味 着 (7) 可 雪 为 
er 的 函数 ， 确 定 其 Fourier 展开 是 不 难 的 ， 但 我 们 只 需 证 明 当 
Im 7 一 co 时 , A(T)-—>0. 

为 计算 (26), 先 对 了 和 en 


: i Sy (%— i 


(第 5 章 2.1 节 (9)) 明 显 地 求 出 ， 我 们 立即 得 到 
,an LT 1 
2 (my ray | 


1 1 
C6 (mw 370T in z(n— 二 )r ) 
因为 |cosmerr| 及 |sinmorz| 可 与 em 比较 , 级 数 对 wm 一 十 co 和 
%% 一 一 co 都 是 快速 收敛 的 ,对 Imr 关 3>>0, 收敛 是 一 致 的 . 
现在 就 可 逐 项 取 极 限 ， 得 到 es 一 6 一 0， 6 一 6 一 到 (从 %= 一 0 
的 项 )。 因 此 , 当 Im 7->co 时 ,关于 7 的 实 部 ,一 致 地 有 入 (5) 一 0, 
由 (25) 的 第 二 式 还 推 知 , 当 7z 沿 虚 轴 趋 近 于 0 时 入 (7)->1, 
我 们 还 需要 知道 ,与 的 相 比 , (5) 新 于 零 的 阶 ， 从 (27) 可 
。 280 。 


(27) 


知 ， es 一 9a 中 的 首 项 是 对 应 于 mw=0 和 n= 的 项 ， 这 些 项 的 和 是 


4 OTT 4 et 
从 此 得 到 , 当 Im 一 so 时 ， 
A(T)e ">16. (28) 


在 图 7-3 中 ,域名 由 虞 畏 .直线 Ror 一 1 和 加 | 一 也 | 一 去 阳 
成 , 变换 7 十 1 将 虚 轴 映 成 Rez 二 而 1 一 土 将 Rez= 苹 咸 


由 于 和 \z) 在 虚 抽 上 是 实 的 , 改 由 425) 知 , 它 在 吕 的 整个 边 罚 上 古 
实 的 , 又 ,在 8 内 部 , 当 7 一 0 时 和 TD 一 1 而 当 r 一 工时 ，X(z) 一 


CD 


图 7-3 多 7-4 (7) 的 基本 区 域 

我 们 用 幅 角 原理 来 确定 X(z) 在 2 内 取 非 实数 值 wo 的 次 数 . 
用 水 平 线段 In r= 加 和 它 在 变换 一 4/7 与 1 一 1/z 之 下 的 象 ( 这 
些 象 都 是 切 于 实 轴 的 圆 ) 割 去 Q 的 隅 和 角 。 对 于 充分 大 的 如 在 被 
割 去 的 那些 部 分 中 , 显然 有 入 (+) 了 wo，、 靠近 z 一 的 加 被 7z) 映 
成 一 曲线 入 = 和 (1 一 14/7)=1 一 1/A(7)， 其 中 z=st%io, 0<s 志 1; 
由 于 (28), 这 近似 地 是 上 半 平 面 中 的 一 个 大 的 半圆 ， 现 在 很 明显 ， 
挖 去 了 隅 角 的 域 仙 的 围 道 的 象 绕 wo 的 环绕 次 数 ， 当 Im wo>>0 时 
是 1 而 当 Imwo<0 时 是 0。 结果, ACT) 在 人 Q 内 取 上 半 平面 中 的 
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每 一 个 值 恰好 一 次 , 但 不 取 下 半 平 面 中 的 值 ， 这 也 足以 保证 入 (%) 
在 4 的 边界 上 是 单调 的 .事实 上 , 如 有 果 不 是 这 样 , 那 末 导 数 入 (5) 
将 在 一 个 边界 点 处 等 于 零 ， 而 要 把 该 边界 点 的 一 个 完全 半圆 形 的 
邻 域 映 入 上 半 平 面 就 将 不 可 能 . 

定理 4 ne 和 (rz) 关 珀 将 到 0 和 


和 二 


和 


0 
设 是 0 关于 虚 轴 的 对 称 域 ， 通 过 反射 , 将 2 映 成 下 半 平 
面 , 这 样 ,， 8 与 8 一 起 对 应 于 整个 平面 ,但 点 0 与 工 除外 ， 
我 们 还 要 证 明 
定理 8 上 半 平 面 中 的 每 一 点 在 同 余子 群 mod 2 之 下 ,等 
价 于 QUA 中 的 恰好 一 点 。 
| 参看 图 7-4. 希望 读者 验证 , 域 4 用 线性 变换 5, 一 /3,7 一 1 
1/(1 一 7),(z 一 二)/z, 7T/(i+ 一 z) 映 成 图 中 阴影 的 区 域 , 这 些 变 换 依 
次 记 为 S41, Ss3,，…，, Se。 反 变换 Si (% 二 1，…, 6) 的 答 阵 依次 为 


032) (1 0o) (os) 
i 


不 难看 出 ,每 一 个 么 模 矩 阵 恰好 与 其 中 之 一 同 余 mod 2, 在 这 个 意 
义 下 ,上述 这 些 和 矩阵 组 成 互 不 同 余 逢 降 的 一 个 完全 集 。 对 于 变换 
S%(h 一 I ，…，,6), 情况 完全 相同 , 这 里 克 . 把 4 映 成 图 中 无 阴影 的 
域 (把 它们 写 出 来 的 工作 留 给 读者 )，4 与 4' 的 总 共 12 个 象 一 起 
覆盖 集 GUG' ( 闭 包 应 当 对 于 开 的 半 平 面 取 ). 

设 z 是 上 半 平 面 中 的 任 一 点 . 集 4UZ 可 以 认为 与 图 7-4 中 
的 阴影 区 域 的 团 包 一 致 ， 因 此 ,根据 定理 2, 存在 一 个 模 变 换 态 ， 
使 得 Sz 位 于 4U4' 中. 先 设 8z 是 在 4 中， 我 们 知道 5S 的 矩阵 
与 一 个 Sz! 的 矩阵 同 余 mod 2， 由 此 可 知 , 全 =SxS 的 和 矩阵 与 单位 
矩阵 同 余 ， 换 言 之 , 属于 同 余子 群 。 由 于 Sr 位 于 了 中, 故 知 
Tr 一 Sp(S7) 位 于 QU 中 . 若 SrE 了 ,可 用 同样 的 推理 ， 这 样 ， 
30。 


总 有 一 个 Zr 在 2U42' 中 ,显然 它 可 以 取 在 2UQ' 中 . 
唯一 性 不 难 从 下 列 事实 推出 ,Sy 以 及 5; 是 互 不 同 余 的 ， 细 


节 留 给 谈 者 . 


” 是 


证 明 函 效 
4 (A) 
“7 一 
关于 整个 模 群 是 自 守 的 ， 它 在 什么 地 方 取 值 0 与 二 重 数 为 位 ? 证 明 
—4(e162" e268 + e961) 
(~ (el 一 69)2(e3 一 63)2(es 一 el) ". 


偿 要 证 明 J(7) 将 图 7?7-4 中 的 域 4 肌 成 一 个 半 平 面 。 
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第 8 音 整体 解析 函数 


1 解析 延 折 


在 前 面 儿 章 中 ,我 们 曾经 强调 , 所 有 函数 都 必须 是 确切 定义 了 
的 , 因而 是 单 值 的 ， 至 于 象 logz 与 MV% 等 函数 ,并 不 能 用 它们 的 
解析 表达 式 唯一 地 确定 ,因此 要 专门 化 一 些 力量 , 借以 说 明 在 适宜 
的 场合 , 可 以 选 定 一 个 单 值 的 分 支 ， 这 一 观点 解决 了 逻辑 上 明确 
. 性 的 需要 ， 但 是 它 并 没有 论证 对 数 或 平方 根 的 含义 不 明正 是 一 个 
不 能 被 忽视 的 本 质 特征 。 因此 ,对 于 强调 而 不 是 回避 多 值 性 的 一 
种 概念 就 显然 是 非常 必要 的 了 ， 


EL.1 Weierstrass 理论 


Riemann 偏爱 于 蕊 何 的 观点 ， 与 此 相反 ，Weierstrass 想 从 凑 
级 数 概念 来 建立 解析 函数 的 全 部 理论 。 对 于 Weierstrass 来 说 , 基 
础 的 积木 块 是 一 个 寡 级 数 
P(e 一 四 一 ao 十 oa(Z 一 引 ) 十 …… 十 Ga 人 2 一 "+ 
它 有 正 的 收敛 半径 r(P),. 这 样 一 个 级 数 由 一 个 复数 《一 一 称 为 寡 
级 数 的 中 心 一 一 与 复 系 数 序列 {@w}? 确定 . 收敛 半径 由 Hadamard 
公式 给 出; YCP) 一 = imlm| ”基本 的 要 求 是 r(P)>0, 因为 只 


有 这 时 和 宕 级 数 才 定 义 圆 盘 DD 一 {2| 1z 一 L|<7r(P)} 中 的 一 个 解析 
函数 了 (2). 

给 定 了 一 点 LED, 函数 f(z) 在 红 附 近 有 Taylor 展开 式 
Pi(z 一 5b1)， 它 在 贺 盘 总 中 收敛 , 六 的 半径 >CPa) 至 少 等 于 
(Po) 一 1561 一 %1, 但 可 以 更 大 .新 的 级 数 定义 了 妃 中 的 一 个 解 
棉 隐 数 (2z), 我 们 说 , 它 是 从 f(%) 经 直接 解析 延 拓 而 得 到 的 . 
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与 放 一 起 定义 了 DUDi 中 的 一 个 解 术 函数 , 因为 它们 在 交 马 人 库 
中 是 相等 的 ， 如 果 Di 不 包含 于 DD 中, 则 新 函数 是 了 向 一 个 较 大 
区 域 的 延 拓 , 而 这 正 是 构造 的 目的 ， 
这 一 过 程 可 以 重复 任意 多 次 。 在 一 般 情 形 我 们 必须 考虑 一 列 
攻 级 数 Pol%— bo0), Pi(z 一 习 )，…，Pn(z 一 L); 每 一 个 是 前 一 个 的 
直接 解析 延 拓 ， 换言之 , 如 果 Ps 在 国 盘 Di 中 收敛 于 函 汶 所 , 则 
cc 有 旦 访 = fx-1i ES Dx-iN 已 但 不 能 推出 fo,…, fs 在 
DoU DiU…UD 中 定义 一 个 单 值 孙 数 ， 因 为 如 果 Dx 与 一 个 D， 
相交 ,其 中 有 不 等 于 ~ 与 十 1, 但 不 能 保证 在 Di 站 Ds 中 f= 
fs， 正 是 这 一 可 能 性 超出 了 严格 意义 下 的 函数 概念 ， 即 在 函数 定 
义 域 的 每 一 点 处 ,函数 只 能 有 一 个 值 . 

内 要 象 上 面 一 样 存 在 窜 级 数 Po, Pi,…, Ps, 就 称 人 是 Po 
的 一 个 解析 延 拓 . Weierstrass 考察 了 可 以 用 解析 延 拓 从 Pulz 一 zo) 
得 到 的 所 有 之 级 数 了 了 (z 一 《)、 这 一 品级 数 集 称 为 Weierstrass 意 
义 下 的 一 个 解析 函数 . 

一 个 窜 级 数 是 另 一 短 级 数 的 一 个 解析 延 拓 这 性 质 显然 是 一 种 
等 价 关系 .在 Weierstrass 意义 下 的 一 个 解析 函数 不 是 别 的 而 是 
关于 这 一 关系 的 一 个 等 价 类 ， 在 这 类 中 初始 竹 级 数 Po 并 不 处 于 
显著 地 位 ， 根本 的 思想 是 ,属于 同一 等 价 类 的 两 个 赛 级 数 是 同一 
函数 的 不 同形 式 . 


1.2 芽 与 层 


Weierstrass 的 理论 更 多 地 具有 历史 意义 ,因为 限制 于 天 级 数 
以 及 它 的 收敛 区 域 总 是 一 种 阻力 而 不 是 助力 . 不过， 应 该 认识 ， 
Weierstrass 的 思想 仍然 是 我 们 理解 复 解析 函数 论 中 多 值 性 的 基 
础 . 代 们 将 所 要 介绍 一 种 更 直接 的 方法 它 与 支配 近代 多 复 变 函 
数论 的 一 些 高 级 思想 更 为 一 致 。 限于 本 书 的 篇 幅 ' 我 们 只 能 借用 
几 个 术语 ,用 人 人 人 菜 此 下 了 | 

定义 于 域 8 内 的 一 个 解析 函数 (2), 构成 一 函数 元 素 (fano- 
tion element), 记 为 (f,Q), 若干 函数 元 素 按照 彼此 之 间 指 定 关 


。 43D。 


系 组 成 的 集合 滑 之 整体 解析 省 数 . 


和 


如 果 4 人 42s 非 空 ， 而 在 人 21 站 9， 内 f1(%) -六 人) 更 明 确 点 说 ， 
(fa，823) 称 为 (fi1， 221) 问 域 2 的 直接 解析 延 拓 ， 坷 2; 的 直接 解 
析 延 拓 不 必 一 定 存在 ,但 如 果 有 这 样 一 个 延 拓 , 那 必 是 唯一 地 确定 
的 。 因 为 ,如 设 (fs， Qs) 及 (ga, 83) 是 (f1, 01) 的 两 个 直接 解析 延 
拓 ， 则 在 人 i 人 人 02 内 fi 一 9, 这 将 导致 在 整个 人 2 中 ff 一 99， 吉 0 
QCO， 则 ( 访 ， 021) 的 直接 解析 延 拓 是 (fi1， 人 29). : 

象 在 医 级 数 的 情形 中 一 样 ,我 们 考察 链 ( 方 , 01), (fs, 人 22),…， 
(fn 02n), 使 得 (fn，824) 与 ( 户 :Qi) 互 为 直接 解析 延 折 ， 我 们 
称 (j，2) 是 ( 户 ，@a) 的 一 个 解析 延 拓 、 这 就 确定 了 一 个 等 价 关 
系 ， 而 把 等 价 类 叫做 整体 解析 函数 ， 为 便于 印刷 ， 我 们 把 函数 元 
素 (j 29) 所 确定 的 整体 解析 函数 用 黑体 字 芋 表示 .为 使 术语 更 灵 
活 , 我们 也 把 (f, 0) 称 为 了 的 一 个 分 支 (branch), 虽然 ( 户 2) 唯 一 
确定 f, 但 反 过 来 不 真 ; 在 同一 Q 上 ,了 可 以 有 几 个 分 支 . 

很 明显 ， 整 体 解 析 活 数 可 以 和 Weierstrass 意义 下 的 解析 消 
数 等 同 起 来 ,但 在 一 般 性 方面 几乎 元 所 获 益 .不 过 , 有 一 个 更 窗 有 有 
成 效 的 观点 .我 们 考虑 Cf, 以 代替 (f, 9), 这 里 是 一 点 而 了 
在 “是 解析 的 ， 就 是 说 ， 了 在 某 个 包含 的 开 集 内 有 定义 并 且 解 
析 、 两 对 (fi1，50) 与 (fs，Z2) 等 价 ， 当 且 仅 当 和 = 一 6 月 在 吕 的 某 
一 个 邻 域内 户 = 户 ， 一 个 等 价 关 系 记 应 满足 的 各 条 件 显 然 满足 。 
等 价 类 称 为 芽 (germ), 或 更 明确 些 , 称 为 解析 函数 的 芽 . 每 一 苷 
确定 一 个 唯一 的 和， 称 为 菠 的 投影 , 我 们 用 记号 女 表示 具有 和 投影 6 
的 一 个 葡 。 一 个 函数 元 素 (， D) 对 每 一 [KEQ 产 生 一 个 本 各 反 
对 来 ,每 一 个 竺 某 个 (f，Q) 确 定 . 

读者 当然 会 认识 到 ; 芽 可 以 与 对 应 的 收敛 短 级 数 P(z 一 5) 
等 则 起 来 , 这 就 回 到 了 我 们 的 出 发 点。 但 是 , 通过 引进 芽 的 概念 ， 
我 们 分 离 出 收敛 客 级 数 的 一 个 基本 的 人 性质 ; 即 这 样 的 事实 ; 两 个 具 
同一 中 心 的 窜 级 数 是 全 同 的 ， 当 且 仅 当 它 们 在 中 心 的 某 一 邻 域 中 
代表 同一 函数 。 沿 看 这 一 想法 ， 很 清楚 ， 我 们 完全 可 以 考虑 其 它 
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艾 数 类 的 芽 , 例 如 连续 函数 的 芽 , 0* 类 函数 的 芽 , 等 等 。 而 对 于 这 
些 芽 ， 与 寡 级 数 的 等 癌 就 不 再 可 能 . 虽然 我 们 主要 感 兴趣 于 解析 
计数 的 芽 , 但 我 们 仍然 要 取 一 个 稍 更 一 般 的 观点 . 

设 也 是 复 平 面 中 的 一 个 开 集 、 具 EED 的 所 有 芽 和 的 集合 
称 为 D 上 的 一 个 层 (sheaf), 记 为 全 或 Gb。 如 采 我 们 处 理 的 是 解 
析 函 数 的 芽 , 则 Eo 称 为 D 上 解析 函数 菠 的 层 . 有 一 个 投影 映照 
5: 全 一 妃 , 它 把 人 了 映 为 .对 于 固定 的 ED, 原 象 zz) 称 为 
上 的 茎 (stalk); 记 为 号 

我 们 感 兴趣 于 集 S 是 因为 它 有 二 重 结 构 : 一 个 拓扑 的 ， 一 
代数 的 。 首先 ， 可 以 把 各 做 成 一 个 拓扑 空间 , 它 使 我 们 有 了 连续 
映照 。 第 二 , 在 每 个 至 上 , 有 一 个 明显 的 代数 结构 ， 因 为 女士 gl 或 
人 fg: 的 意义 是 清楚 的 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 上 只 注意 加 法 结构 ,用 这 
一 结构 的 语言 , 每 一 个 茎 是 一 个 Abel 群 。 

现在 可 作 一 般 的 定义 ， 

定义 1 DD 上 的 一 个 展 是 一 个 拓 示 空间 忆 和 一 个 映照 
具有 下 列 性 质 . 


和 起 了 全 得 = 人) 是 开 前 a 限于 4 约束 是 一 个 向 让 
(站 ) 对 每 一 个 《ED,， 区 m1() 一 Ge 具有 一 个 人 bel 群 的 结 
”li) 对 于 S 的 拓扑 ， 群 运算 都 是 连续 的 、 

实际 上 ， DH .可 以 是 一 个 任意 的 拓扑 空间 ， 但 我 们 把 也 设想 为 
复 平 面 中 的 一 个 开 集 。 又 ， 一 个 Abel 群 的 结构 可 以 用 列 的 代数 

绍 构 代 炊 

现在 我 们 来 验证 解析 函 数 芽 的 层 @ 满足 定义 工 中 的 条 件 . 为 
此 ,必须 先 在 多 上 引进 一 个 拓扑 ， 把 所 做 成 一 个 度量 空间 是 不 方 
便 的 , 也 是 没有 必要 的 。 我 们 仅 需 指出 所 的 一 些 子 集 , 它们 都 是 
关于 这 个 拓扑 的 开 集 , 我 们 对 开 集 的 标志 是 : 集 六 CS 是 开 的 ,如 
果 对 于 每 个 s5EV, 存在 一 个 函数 元 素 (f, 8), 使 得 (1) wr(s0) 二 
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LoEQ; (2) (f, 0) 确 定 5 处 的 本 so (3) 由 《A 2) 确定 的 节 全 
体 都 在 了 中 .读者 不 难 验 证 , 第 3 章 定义 8 的 条 件 都 是 满足 的 . 

有 了 上 面 的 80 与 (f, 0), 设 4 是 (f, 8) 所 确定 的 节 1 全体 
所 成 的 集 。 根据 我 们 对 开 集 的 定义 , 显然 4 是 56 的 一 个 开 邻 域 ， 
而 且 映 照 w: 4~>0 是 同 且 的 这样 ,定义 的 条 件 (i) 是 满足 的 . 

条 件 \ 边 不 需 证 明 ， 条件) 也 是 容易 证 明 的 , 但 重要 的 是 应 
理解 其 含义 、 各 法 和 减法 只 对 同一 蔡 上 的 芽 有 意义 ; 只 亚 考 察 减 
法 就 够 了 。 考 虚 两 个 节 80、580, 有 mw(80) 一 wr (80) 二 Lo。 设 它 们 是 由 
英 数 元 素 《(f, 0) 和 (g,， 8), LoE8 所 确定 的 。 为 简单 起 见 ， 我 们 
为 两 个 函数 元 素 取 同 一 个 @. 若 sEdos Edomks) = 一 Cs) 一 6 则 
s 一 是 由 (ff 一 2) 在 “处 确定 的 芽 ， 当 5 路 壳 台 时 , s 一 s 跑 遍 
s 一 5 的 一 个 邻 域 : 此 外 ，m(s 一 9 ) 一 下 (3) 一 下 3 )， 投影 映照 建立 
了 4 如 4h 与 8 之 间 的 同 胚 .因此 很 清楚 ,我 们 可 以 收缩 4 与 4， 
使 得 4 包含 于 sg 一 5 的 任 一 事先 指定 的 邻 域内 ， 从 而 证 明了 连续 
性 . 


1.3 蕉 口 与 Riemann 面 


设 扎 是 已 上 的 一 个 层 ， 考 察 一 个 开 集 VC 连续 映照 wp: 
0 一 避 称 为 D 上 的 一 个 截 口 ， 如 果 复 合 映照 rep 是 过 到 自身 的 
恒 等 了 映 照 ， 从 这 一 条 件 可 知 ， P(E1) = gp(Ca) 列 肖 着 46=6ai 因此 
9 是 一 对 一 的 , 它 的 逆 是 x 限制 于 Po(Z) 上 的 约束 这样， 每 一 个 
截 口 是 一 个 同 豚 回 照 . 

每 一 点 sE 所 是 在 某 个 截 口 的 象 p(Uo) 之 中 ; 我 们 只 须 取 
Uo=x(4), 其 中 4 是 位) 中 假设 存在 的 邻 域 ,而 9 等 于 ww 限制 在 
4 上 的 约束 的 道 . 

在 一 个 固定 的 U 上 的 所 有 截 口 组 成 的 集 记 为 ZU S). 如 果 
非 空 , 则 它 具 有 一 个 Abel 群 的 结构 , 由 于 它 , 把 w 一 由 定义 为 具有 
值 p(z) 一 上 (2) 的 截 口 成 为 有 意义 、 设 0: 是 鞋 5 的 零 元 素 ， 用 
w(L) 一 0: 定义 函数 w， 我 们 断言 w 是 连续 的 ， 因 此 是 一 个 截 口 ， 
它 称 为 零 截 口 ， 对 于 群 AZ, G) 来 说 ， 它 的 作用 就 是 一 个 零 
088。 


为 证 明和 连续 性 ,考察 一 点 geoED ,和 一 个 sEG: (例如,， 0)， 
根据 我 们 前 面 的 注释 ,so 是 在 某 个 (Co 中 , 由 条 件 ( 这 ) ,2 一 2 一 
wo 在 UVo 中 连续 ， 由 于 5 是 任意 的 , 所 以 名 在 全 UU 上 连续 , 因此 
是 一 个 截 口 我 们 已 经 证 明 零 截 口 总 是 存在 的 ,而且 TC(U, 儿 ) 非 
空 。 下 面 我 们 翅 零 截 口 记 为 0. 

如 采 U 是 连通 的 , 而 且 pwET(DU, E)， 则 或 者 9 与 由 是 全 
同 的 , 或 者 象 g(D) 与 风 (D) 是 互 不 相交 的 . 事实 上 , 9 一 上 =0 与 
9 一 让 到 0 的 集 都 是 开 的 . 

我 们 稍为 详细 地 作 了 上 述 讨 论 是 要 说 明 假设 是 怎样 作用 的 . 
解析 范 数 东 的 层 这 个 特殊 情形 是 平凡 的 ,这 时 荆 (D0 ,6) 可 解释 为 
已 上 解析 ( 单 值 ) 水 数 的 加 法 群 。 零 截 口 非 别 , 不 过 是 常数 0. 

下 面 6 总 表示 整个 复 平 画 上 解析 函数 苏 的 层 , 全 的 分 集 看 作 
一 个 拓扑 空间 ,可 与 整体 解析 函数 等 同 起 来 ,为 看 出 这 一 点 ， 设 
scE 名 是 由 函数 元 素 (fo, 人 20) 所 确定 的 一 个 芽 , 并 设 (fi, 834) 是 
《fo，L20) 的 一 个 直接 解析 延 拓 ; 注意 ,26 与 821 都 假设 是 连通 的 . 
由 于 在 lo 站 894 中 fo= 所 ,所 以 由 这 两 个 函数 元 来 所 确定 的 茸 的 
集 如 与 4 相交 ;作为 2o 821 的 同 肛 象 , 集 do 小 都 是 连通 的 , 所 
以 它们 了 的 并 集 4oU 4 也 是 连通 的 ， 由 此 可 知 , 从 (Po，pe) 通过 直 
接 解析 延 招 的 一 个 链 所 得 到 的 函数 元 素 全 体 产 生 了 包含 于 so 的 
分 集 Go 中 的 芽 。 另 一 方面 , 令 Bo 为 So 中 的 芽 的 集合 , 它们 可 由 
(fo，20) 的 一 个 解析 延 拓 (了,， 98) 确定 ， 易 见 Go 及 其 在 So 中 的 余 
集 都 是 开 的 ， 因 此 So=So,， 从 此 得 出 结论 ; So 精确 地 由 属于 一 个 
整体 解析 函数 的 所 有 芽 组 成 。 

尽管 有 了 这 样 的 识别 ， 但 更 可 取 的 是 把 co 看 作 整 体 解 析 郴 
数 的 定义 域 ， 现 在 我 们 将 整体 解析 函数 记 为 f, 它 在 下 处 的 值 正 
是 与 该 芽 相 联系 的 宪 级 数 的 常数 项 ， 按 这 一 解释 , @ 称 为 了 的 
Riemann 面 ， 尼 与 我 们 在 第 8 章 第 4.3 节 中 简略 介绍 的 初等 
Riemann 面 确 实 十 分 相似 ,而 且 用 于 同一 目的 , 即 可 以 使 了 单 值 . 
我 们 可 以 把 Ge 画 成 铺 开 在 平面 上 的 层 ,， 而 叶 一 一 如 果 我 们 这 样 
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称 它们 的 话 , 那 是 截 口 的 象 . 应 当 注意 , 我 们 尚未 包括 支点 , 它 的 作 
用 将 在 后 面 研究 . 

为 了 更 清楚 起 见 ， 设 整体 解析 函数 芋 的 Riemann 面 记 为 
Go(f) .给 定 了 两 个 整体 函数 人 与 多 , 可 能 存在 一 个 上 映照 0. So(f) = 
So(g), 使 得 (wo0=xw; (20 是 一 个 局 部 同 是 在 这 些 情 况 下， 
go0 是 So(J) 上 的 一 个 单 值 函 数 通常 ， 记 法 经 简化 而 以 多 代替 
g°9， 这 样 ， 所 有 的 导数 了 f，f"，… 都 定义 在 f 的 Riemann 面 上 . 


所 有 整 荡 数 都 自动 地 定义 在 每 一 个 Solf) 上 ,如 果 8g，h,，…, 都 
定义 在 So(f) 上 , 那 末 每 一 个 多 项 式 G(f, 多 h,…) 也 都 定义 在 
Solf) 上 ， 


有 一 个 经 典 的 原理 称 为 函数 关系 的 承 袭 性 (permanenoce of 
funotional relations)， 假定 某 些 函数 元 素 (f, 8), (g, @)，(h, 
2), … 每 当 (f, 2) 可 以 延 拓 《直接 地 或 通过 直接 延 拓 的 一 个 链 ) 
时 都 可 以 解析 延 拓 ， 再 设 在 8 上 Gf, I 六 …) 一 0. 则 同一 关系 
对 了 所 有 解析 延 拓 都 成 立 , 这 一 事实 可 表 为 G(f, g, h,…)=0. 特 
别 , 如 时 一 个 芽 适 合 多 项 式微 分 方程 GC(%, fi, 1,，…， , f) 0, 则 
整体 函数 于 适合 同一 方程 . 


1.4 沿 弧 的 解析 延 拓 


设 7: [4, 9]->0 是 复 平面 中 的 一 段 狐 ， 考察 一 个 整体 解析 函 
数 芋 和 它 的 Riemann 面 Gol(f), 象 前 面 一 样 ， 定 义 为 解析 函数 的 
所 有 节 的 层 马 的 一 个 分 集 ， 弧 7: [4, 9] 一 Golf) 称 为 了 f 沿 抓 7 的 
一 个 解析 延 拓 , 如 果 wo7 7, 就 是 说 , 如 果 对 所 有 t€ [@, 51, (2) 
投影 到 Y(t) 上、 当然 ， 按 照 弧 的 定义 ,7(3) 关于 So(f) 的 拓扑 来 
说 ,必然 是 [4, 四 上 的 连续 函数 ， 用 另 一 种 术语 ， 也 称 7 是 > 到 
©o(f) 的 提升 (lifting). 

沿 弧 的 延 拓 所 对 应 的 直觉 概念 就 是 节 为 连续 地 变化 的 ， 我 们 
不 能 保证 延 拓 一 定 存 在 , 但 下 面 重 要 的 唯一 性 定理 是 正确 的 ， 

_ 定理 1 ee (党 同一 本 中 ? 的 两 个 解析 延 拓 入 


亲人 
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证 明 是 显而易见 的 ， 由 于 严 是 一 个 局 部 同 胚 ,所 以 7 一 ?3 的 
象 如 果 不 包含 在 零 截 口中 , 就 不 可 能 包含 零 截 口 的 一 点 . 

根据 这 一 定理 , 一 个 延 拓 就 可 用 它 的 最 初 的 值 ， 即 芽 ?>(a) 唯 
一 确定 .最 初 的 芽 具 有 形式 fr, 但 f 可 有 几 个 芽 基 有 这 一 形式 . 
最 初 的 芽 一 经 规定 ,我 们 就 可 以 说 从 该 芽 出 发 的 解析 延 拓 ;, 只 要 这 
样 一 个 延 拓 本 身 是 存在 的 . 

这 里 很 可 能 发 生 这 样 的 情况 ,了 f 沿 y 并 无 任何 延 拓 ; 或 者 仅 
对 某 些 初始 但 ,而 不 是 对 所 有 的 芽 存 在 一 个 延 拓 ， 现在 我 们 来 研 
究 不 能 沿 7 延 拓 的 一 个 初始 芽 的 情形 。 如 果 如 >4 充分 接近 于 
那 末 初 始 芽 沿 着 7 对 应 于 区 间 [6, 如] 的 子 弧 的 延 拓 总 应 该 存在 ; 如 
实 上 , 若 fo) 由 函数 元 素 (Jo，2o) 确定, 只 要 子 弧 属于 2o， 情 形 就 
是 如 此 .所 有 这 种 如 的 上 确 界 是 一 个 数 7, 满足 条 件 s<r< 对 
于 加 <z, 延 拓 是 可 能 的 , 而 对 于 如 之 +， 延 拓 就 不 可 能 ， 在 某 种 意 
义 下 , 子 弧 y[e, 如 会 引导 到 使 f 不 再 有 定义 的 一 点 。 这 一 子 弧 就 
称 为 从 给 定 初始 芽 引 出 的 一 条 奇异 路 线 ; 粗略 地 说 , 就 是 它 引 导 到 
7(7) 上 的 一 个 奇 点 . 注意 , 当 t 从 下 趋 于 5 时 ,表示 芽 7( 旭 的 客 
级 数 的 收敛 半径 将 趋 于 0. 

沿 弧 的 延 拓 与 用 直接 解析 延 拓 的 链 所 作 的 逐步 延 拓 之 间 ， 其 
关系 需要 作 进 一 步 的 解释 ， 首先 ， 2 (fz, 01), (fa, 02)， ”3 (fs, (9,,) 
是 直接 解析 延 拓 的 一 个 链 , 我 们 常 可 用 一 段 统 y 来 连接 两 点 《1 
Qi 及 E02, 使 得 f 沿 YY 有 一 延 拓 7Y, 其 初始 芽 为 (f1， 以 ), 最 终 
芽 为 (fr, C6)， 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 上 只 要 令 y 由 下 列 部 分 组 成 
即 可 ， 即 ， 由 上 成 刀 至 点 bE 人 8 的 一 段子 弧 YiC, 由 63 至 
CtsE€ 022 几 82s 的 第 二 段子 弧 ?3sC2O， 等 等 ， 依 此 类 推 、 在 ?上 今 
7 的 = (9)， 则 沿 ? 的 延 拓 就 可 完全 定义 . 

反之 , 如 一 延 拓 7 为 已 给 ,我 们 可 以 求 得 一 条 直接 解析 延 拓 的 
链 ,其 构 作 方法 与 上 面 的 弧 > 相同 .根据 Heine-Borel 引 理 ,参数 
区 闻 [4, 8] 可 细 分 为 子 区 间 [4@, 纪 ，[ 友 , 13]，…, [tn-1 ,使 得 在 
子 区 间 [和 za 妇 内 ,对 于 适当 选 定 的 函数 元 素 ( 户 ， Qw), 有 7 人 = 
《fr 7())， 虽然 (fi 2x) 与 (fxtrz, box41) 不 须 互 为 直接 解析 延 拓 ， 


es 291 。 


但 它们 至 少 都 是 其 公共 域 限 制 到 7(t 如 ) 的 邻 域 的 直接 解析 延 拓 . 

为 了 说 明 沿 弧 的 延 拓 的 应 用 ， 我 们 将 把 对 数 函 数 定义 为 一 个 
整体 解析 函数 . 为 此 ,我 们 来 证 明 ,在 2 中 有 适合 e 台 一 5 的 所 有 函 
数 元 系 (f， 人 2) 组 成 的 集合 是 一 个 整体 解析 函数 . 

为 此 我 们 必须 证 明 集 合 中 的 任 两 防 数 元 案 (fi,， 人 21), (fsa, 23) 
可 用 一 直接 解析 延 拓 的 链 来 连接 。 由 于 函数 关系 的 承袭 性 ,政敌 
中 间 的 函数 元 素 都 属于 同一 集 . 选 符 点 如 EO gcE0a 并 将 它 
们 用 一 段 不 通过 原点 的 强 ytE Lg, 9] 连接 起 来 。 由 于 总 及 
都 不 能 等 于 零 , 故 知 这 样 做 是 完全 可 能 的 .考察 函数 

POO) f(b) + TE 
根据 微分 法 得 知 ?7(be 是 常数 ; 对 于 t 一 om 其 值 为 I, 因此 
er 一 y(. 对 于 一 个 给 定 的 在 圆 盘 8= 化 || 一 7 [过 Iy 史 1} 
中 , 存在 log 的 一 个 唯一 确定 的 分 支 f(), 当 《=yW) 时 , 其 值 
为 p( 六 ,显然 7 就 定义 了 沿 的 一 个 延 拓 , 最 终 的 芽 7(5) 虽 可 
不 与 (5&z, 22) 所 确定 的 芋 相 合 ， 但 其 在 6 的 值 必 与 fa(5a) 相差 
2 的 一 个 倍数 ， 为 了 求 得 ga 处 的 正确 值 ， 只 须 将 最 终 菠 ?7(0 
党 一 围绕 原点 知 证 次 的 押 是 线 延 折 即 可 。 最 后 , 沿 弧 的 延 拓 可 用 
直接 解析 延 拓 的 有 限 链 来 代替 ， 这 就 证 明了 lg 是 一 整体 解 
析 函 数 。 
习 题 

1 如 果 一 个 活 数 元 素 可 用 一 短 级 数 来 定义 ， 而 这 个 塞 级 数 的 收敛 半径 
假定 为 有 限 数 ， 求 证 至 少 有 一 条 半径 是 对 应 的 整体 解析 函数 的 一 条 奇异 路 
线 .《“ 一 个 短 级 数 在 其 收敛 贺 上 至 少 有 一 奇 点 ”,) 

2. 如 果 一 个 函数 元 素 (f, 9) 只 有 一 个 直接 解析 延 拓 ， 那 就 是 把 了 限制 
于 一 个 比较 小 的 域 上 而 得 到 的 延 拓 , 除 此 之 外 ， 别 无 其 它 延 尖 , 则 称 2 的 边 
界 为 了 的 一 个 自然 边界 ， 试 证 明 ,级 数 也 sm 以 单位 圆 为 自然 边界 [提示 : 
证 明 函 数 在 幅 角 为 x 的 有 理 数 倍 的 每 一 条 半径 上 趋 于 无 穷 大 .] 

3. 证 明 第 7 章 第 3.4 节 中 引进 的 函数 X(z) 以 实 轴 为 自然 边界 。 
es 002 。 


1.5 同 伦 曲线 


现在 我 们 应 该 从 解析 延 拓 理 论 的 基本 观点 出 发 ， 研 究 一 个 域 
内 的 闭 曲 线 的 拓扑 性 质 ， 我 们 所 要 讨论 的 问题 就 是 一 段 弧 在 连续 
变形 下 的 性 态 ， 从 直觉 观点 来 看 , 这 是 一 个 非常 简单 的 概念 。 设 
Ys 及 3 是 域 9 内 两 豚 具 有 公共 端点 的 弧 , 我 们 自然 要 问 , 当 两 端 
点 固定 不 动 , 将 1 始终 限制 在 8 内 而 移动 时 , 它 是 不 是 能 连续 地 
变形 成 Ya， 例如 , 在 图 8-1 中, 弧 可 以 变形 为 Ys, 但 不 能 变形 
为 Ye。 两 段 弧 ， 如 果 它 们 中 的 任 一 个 可 以 变形 为 男 一 个 , 则 称 它 
们 是 关于 Q 同 伦 的 ， 显然 ,这 是 一 种 等 价 关 系 ， 


< 


图 8-1 同 伦 弧 : 图 8-2 变形 


现在 我 们 来 给 同 伦 下 一 个 精确 的 定义 .物理 上 变形 的 概念 可 
用 数学 术语 来 直接 解释 . 显然 可 以 想象 ,一 段 弧 的 变形 可 用 两 变数 
的 连续 函数 y(t, 来 描述 , 响 处 点 必 虽 取 值 于 矩形 [4,3] x [0, 了 4 
(图 8-2)。 对 于 每 一 个 固定 的 值 妈 =w, 对 应 着 一 段 弧 Y(t, Wo), 变 
形 的 结果 就 是 要 把 原来 的 弧 Y(t, 0) 变 为 Y(t, 4)。 如 果 对 于 所 有 
的 (4%)，Y(t, 4w) E09, 则 变形 就 在 0 内 进行 , 同时, 如果 7Y(4, 只 
及 Y(2, 急 都 是 常数 , 则 变形 的 弧 的 两 端点 固定 不 动 . 对 于 每 一 个 
固定 的 值 = 如 , 有 一 段 弧 y(to ), 4E [0, 二 与 之 对 应 ,可 称 之 为 
对 应 于 加 的 把 的 变形 路 径 

从 此 得 到 同 伦 的 正式 定义 如 下 ; 

定义 在 同一 参数 区 间 [a, 8] 上 的 两 段 弧 yi 与 ya 称 为 在 
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2 内 同 伦 ， 基 下 全 在 一 个 省 绿 国 数 Y(t, W)， 定 义 在 矩形 [6&, 5] x 


| 
赤 
天 


旧 


3. 对 于 所 有 鸭 纺 7b9,%) ==71(6) 一 ya0G) TD) 一 ?4 D) 一 
y2(0). 

上 面 我 们 把 两 弧 yz 洒 ya 的 参数 区 间 规 定 为 相同 ， 其 理由 仅 
是 为 了 方便 , .如 果实 际 情形 并 不 如 此 ， 则 可 用 人 参数 的 线性 变换 把 
两 区 间 变 得 一 致 , 如果 在 新 的 参数 表示 下 , 两 弧 是 同 伦 的 , 则 原来 
的 两 弧 也 认为 是 同 伦 的 ， 

通过 简单 的 形式 证 明 ( 读 者 当 不 难 作出 ) 可 知 上 面 定义 的 同 伦 
关系 是 一 种 等 价 关 系 。 因 此 ,我 们 可 以 把 所 有 的 弧 区 分 为 等 价 类 ， 
称 为 同 伦 类 ; 在 同一 同 伦 类 中 所 有 的 弧 都 共有 公共 端点 , 而且 可 以 
在 介 内 由 一 个 变形 到 为 一 个 ,应 当 指 出 , 同一 弧 的 不 同 参数 表示 党 
是 同 伦 的 事实 上 ,为 了 Yi(t) 和 Ya() 是 同一 弧 的 两 种 参数 表示 ， 
必须 而 且 只 须 存在 一 非 降 沼 数 57( 引 ,使 得 Ya(t) 一 y1(7(t))。 函 数 

Yt, W) = — iturt)) 
所 取 的 一 切 值 都 在 所 论 的 跌 上 ， 因 此 必 在 2 内， 对 于 wD 及 
vl, 分 别 可 得 到 y(t 0) 二 71( 引 及 
| Yi, 1)=7y17(8)) = ya), 
而 两 端点 显然 是 固定 不 动 的 . 

如 采 两 强 yi 及 Ys 依次 相 接 ,以 yi 的 终点 作为 3 的 起 点 ， 则 
两 弧 组 成一 新 的 弧 , 我 们 把 它 记 为 Yaya, 以 区 别 于 园 调 论 中 所 用 的 
记 法 yi 十 Y2，Yzys 的 参数 表示 不 是 唯一 的 , 但 它 对 同 伦 类 的 确定 
并 不 重要 . 不仅 如 此 ,根据 极为 简单 的 理由 即 可 以 证 明 yiys 的 疗 
伦 类 只 依赖 于 yz 及 ?ya 的 同 伦 类 ， 根 据 这 一 基本 性 质 , 我 们 可 以 
把 导致 yxys 同 伦 类 的 运算 当 作 是 同 伦 类 的 乘法 ， 它 只 在 ya 的 起 
点 重合 于 ?yi 的 终点 时 有 定义 ， 如 果 我 们 所 研究 的 只 限于 闭 上 曲线 
的 同 伦 类 , 起 迄 于 一 个 定点 z， 则 乘积 恒 有 定义 , 并 可 以 同一 族 中 
的 一 条 曲线 来 表示 。 而 且 , 根据 乘积 的 这 一 定义 ,可知 过 2 的 闭 
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曲线 关于 域 9 的 同 伦 类 组 成 一 个 群 ， 为 了 证 明 这 一 论断 , 必须 先 
确立 ; | 

工 . 结合 律 。(yY1y2) Ys 同 伦 于 Y1(Yays). 

2. 存在 一 单位 曲线 1, 使 得 Y1 及 ty 都 同 伦 于 Y。 

3. 存在 一 逆 曲 线 7 于 使 得 ?7 于 及 7 都 同 伦 于 1 

第 合 律 是 非常 显 见 的 , 因为 (Y172)Ys 至 多 是 Y4《Y273) 的 一 个 
再 参数 化 作为 单位 曲线 ,可取 常数 2=zo; 实际 上 ,记号 1 可 表示 
任 一 能 缩 为 一 点 2 的 闭 曲线 .最 后 , 道 弧 ?于是 与 曲线 y 方向 相 
及 的 弧 ， 如 ? 的 表示 式 为 ?一 ?人 b，6<t< 六 则 ?一 的 表示 式 开 
号 成 2=y(2B8 一 臣 , 9<t<25 一 4, 因此 YY 的 方程 为 

Z= y(t), Gite<b, 
¢=y(2B8-), Db<ti<20—a. 

曲线 经 下 面 的 变形 可 缩 为 一 点 , 即 

yy 人 (Et 一 my( 鸭 ， XU 十 (一 由 )D， 

yt, VU= ya+ Lub), ust (~—wb<t<v (db—o0)+o, 

y(t, WwW =y(25—), ub —a) +b<t<2b—o. 
这 里 ,我 们 令 转 向 点 从 7Y00) 退 向 7Y(4)， 由 于 对 所 有 t€ [6, 258 一 
,YG, 1)==y(9) =zo, 这 就 证 明 yy 下 是 同 伦 于 1 的 , 在 证 明 中 ， 
我 们 并 没有 假设 7 是 一 闭 曲 线 ; 因此 ,对 于 过 % 的 所 有 弧 y, yy 习 
同 伦 于 二 . 

”上 面 构 作成 功 的 群 称 为 域 2 关于 点 加 的 同 伦 群 或 基本 群 . 
作为 一 个 抽象 的 群 , 它 不 依赖 于 点 z。 事 实 上 , 设 名 为 2 中 的 男 
一 点 ,用 整个 位 于 8 内 的 弧 c 连接 z 及 为. 过 各 的 每 一 闭 曲 线 Y， 
对 应 着 过 加 的 一 条 闭 曲 线 7=o7y 这 一 对 应 是 保持 同 伦 关 系 
的 , 因此 可 作为 同 伦 类 之 间 的 一 种 对 应 关系 。 而 且 积 也 是 保持 的 ， 
因为 (cyic 一 ) (co?72C 一 ) 在 消去 ce 之 后 ,与 c(0371472)6 一 同 伦 . 最 后 ， 
对 应 还 是 一 对 一 的 ， 因 如 ? 为 已 给 ， 则 可 选择 y =o yc, 并 知 对 
应 曲线 ey’c= (cc)y(ce 尺 ) 与 7 同 伦 ， 这 就 证 明了 关于 和 % 及 关 
于 的 同 伦 群 是 同 构 的 . 

如 果 7 7Ys 是 任 两 强 ， 以 % 为 起 点 并 且 具 有 一 公共 终点 ， 则 
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当 且 仅 当 772 同 伦 于 工时 , 同 伦 于 ys3。 因 为 ,如 果 ?4 同 伦 于 
7yY2， 则 yxy23 同 伦 于 yay3 因此 与 1 同 伦 。 反 之 ， 如 ?ay 了 1 辐 伦 
于 1 只要 zi 与 7a 同 伦 , 则 

(F177 )Y3 = 7Y1 72 ya) 
同时 辣 伦 于 yz 及 Ya， 本 此 理由 ,我 们 只 要 研究 闭 曲 线 的 同 伦 就 够 
丁 。 
同 伦 群 显然 是 拓扑 不 变 的 ， 据 此 同 伦 群 的 确定 就 可 以 得 到 简 
”化 .事实 上 ,将 8 映 成 8 的 拓扑 映照 可 将 8 中 的 任 一 变形 映 到 2 
上 上 , 这 下 确 定 了 回 伦 类 之 间 保 持 一 一 对 应 关系 的 一 种 溢 法 。 因 此 ， 
拓扑 等 价 的 域 具 有 同 构 的 同 伦 群 。 

一 圆 盘 的 同 伦 群 退化 为 单位 元 素 ; 这 就 是 说 , 具有 公共 端点 的 
任 两 踊 是 辐 伦 的 .其 证 阴 要 用 到 圆 盘 的 凸 性 ， 弧 z= Yi(?) 径 如 下 
的 变形 可 变 成 弧 %= Ye(#)， / 

Yt, WW = (1—w yt) +uya(d), 
变形 路 径 都 是 线段 。 对 于 任何 凸 域 , 同样 的 证 法 也 有 效 。 特 别 是 ， 
整个 平面 也 有 一 同 伦 群 , 它 退 化 为 单位 元 素 . 

在 第 6 章 第 工 节 中 我 们 曾经 证 明 ; 不 是 整个 平面 的 任 一 单 连 
通 域 可 以 共 形 地 映 成 一 个 圆 盘 ， 在 这 里 , 共 形 性 是 不 重要 的 ,但 映 
照 是 拓扑 的 这 一 事实 表明 任 一 单 连通 域 具 有 一 基本 群 ， 这 个 基本 
群 就 是 单位 元 素 。 我 们 将 可 看 到 , 反 过 来 也 是 正确 的 ， / 


1.6 单 值 性 定理 


令 Q 为 复 平面 中 一 个 固定 的 域 . 现在 来 考察 一 个 整体 解析 函 
数 f£, 它 可 以 沿 着 8 内 的 所 有 弧 y, 从 定义 于 7 起 点 56 的 任 一 芽 
开始 进行 延 拓 ， 更 精确 地 说 ， 对 于 tf 的 任 一 函数 元 素 (fo, 人 20)， 
LoE L260, 存在 沿 ?7 的 一 延 拓 Y, 它 的 起 始 牙 由 (fo，io) 定 义 ， 

如 果 已 给 定 两 具有 公共 端点 的 弧 y1, Ya, 我 们 所 要 明确 的 是 ， 
在 沿 着 ?74 及 Ya 延 拓 时 ， 一 公共 的 起 始 芽 是 不 是 可 以 归于 同一 终 
中 芽 . 这 方面 的 一 个 基础 定理 称 为 单 值 性 定理 ， 如 下 : 


和 和 


志和 
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和 2 内 的 所 有 弧 延 拓 , 则 这 一 起 始 芽 沿 着 弧 访 及 Ya 的 延 扼 


首先 应 当 证 总 沿 着 一 段 形 如 Yy 司 的 绝 的 延 拓 必然 会 回 到 原 
来 的 起 始 芽 ， 同 祥 , 沿 着 一 段 形 如 oi(yyY cs 的 弧 的 延 拓 与 沿 着 
ci03 的 延 拓 具 有 同样 效果 因此， 我 们 说 沿 着 弧 yi 及 Ya 的 延 扼 
导向 同一 终端 就 等 于 说 沿 着 yxyz ”的 仍 延 拓 回 到 起 始 茸 . 

根据 定理 的 假设 ,存在 7 变 到 ys 的 一 个 变形 Y(t, 区 ,Y(t,W) 
把 变形 和 抢 形 丸 = [aa 5] x [0, 1] 内 的 每 一 弧 0 变 到 弧 o EGG, 如 
困 of 以 yi 及 Ys 的 起 点 为 起 点 ， 则 所 给 的 起 始 芽 沿 关 of 必 有 一 
唯一 的 延 拓 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 把 它 称 为 沿 着 o 的 延 折 ， 定 理 
断定 , 沿 着 五 的 周 界 一 的 延 拓 将 回 到 起 始 芽 ., 工 的 方 问 是 无 关 重 
要 的 ,但 一 经 固定 之 后 , 对 于 所 有 的 情形 均 以 此 固定 的 为 准 . 

这 一 定理 的 一 个 简单 证 明 可 以 平分 法 为 根据 . 先 将 BR 横 问 对 
分 为 二 , Bi 及 Rs, 将 下 半 个 矩形 Bu 的 周 界 记 为 mi, 以 左下 角 0 
为 起 点 ,其 方向 是 这 样 取 定 的 , 即 在 与 大 矩形 公共 的 边 上 , 与 4 的 
方向 一 致 , 对 于 上 半 和 矩形 已 , 作 折线 was, 起 始 于 0, 垂直 加 上 下 
至 Ba 的 左下 角 , 并 以 与 工 一致 的 方向 (在 公共 边 上 ) 绕 过 Bs 的 周 
界 而 垂直 向 下 回 到 0( 图 38-3)、 这 样 , 曲线 war 与 4 相差 的 只 是 
一 段 形 如 cc- 于 的 中 间 弧 ，。 因此, 沿 wi 的 延 拓 就 与 沿 工 的 延 扼 
一 致 ， 所 以 ,如果 沿 sm 及 ma 都 能 回 到 起 始 车 , 则 泊 《 也 必 能 回 
到 起 始 芽 , 现在 作 相 反 假 设 : 沿 二 不 能 导致 回 到 起 始 芽 , 则 吧 或 者 
ra 亦 必 具 有 同样 性 质 . 再 将 对 应 矩形 纵向 对 分 为 二 ,并 应 用 同样 的 
理由 ,如 此 重复 下 去 , 可 得 一 列 矩 形 RR? 了 DDR?D…DB”YDD… 


图 8-3 单 值 性 定理 
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及 对 应 的 闭 曲 线 wm， 使 得 起 始 芽 沿 着 wx" 的 延 拓 不 回 到 同一 芽 . 
每 一 个 mw” 都 有 形式 cn sc， 此 处 on 是 一 个 完全 确定 的 多 边 
形 ， 以 0 为 起 点 ， 以 Re 的 左下 角 为 终点 ， 为 Be 的 周 界 ; 同 
时 ， On 是 On+1 的 子 弧 .， 

当 nco 时 ， 和 矩形 REY 收敛 为 一 点 P。, 而 多 边 形 oo 在 极限 
情形 形成 一 终于 已 . 的 弧 c<。 超 始 芽 沿 着 ce 必 有 一 延 拓 ， 这 
一 延 拓 以 已 . 在 映照 y(t, w) 下 的 象 [上 的 函数 元 素 (f%，Q。) 所 
确定 的 芽 为 终点 。 对 于 足够 大 的 ,Ts 的 象 将 包含 在 8 内 , 而 在 
on 的 终点 上 所 得 的 芽 必 属于 函数 元 素 (J-, 2-). 在 这 种 情形 下 , 应 
用 元 素 ( 记 ,2-) 即 可 构 作 一 个 沿 着 mm 的 延 拓 , 它 能 引 回 到 起 始 
芽 ， 但 这 与 定义 xm 的 性 质 了 矛盾 , 这 就 证 明了 沿 着 工 的 延 拓 必 能 
回 到 起 始 芽 ， 

单 值 性 定理 最 重要 的 意义 在 于 它 说 明了 ， 凡 是 可 沿 着 单 连 通 
域内 所 有 弧 延 拓 的 任 一 整体 解析 函数 ， 对 于 每 一 个 起 始 分 支 确定 
出 一 个 单 值 解析 函数 .也 就 是 说 , 单 连通 域 的 Riemann 面 (没有 
支点 ) 必 只 由 一 叶 组 成 ， 

上 述 结论 可 进一步 引 趾 为 ; 一 个 域 , 如 果 它 的 同 伦 群 退化 为 单 
位 元 素 , 则 必 是 单 连通 的 ， 因 为 如 果 8 是 多 连通 的 , 则 Q 的 余 集 
必 存 在 一 有 界 分 集 轧 ,, 而 如 20 EB6o, 则 log(z 一 z0) 在 2 内 不 能 为 
单 值 ， 出 单 值 性 定理 可 知 , 8 的 同 伦 群 不 能 退化 为 单位 元 素 ， 

这 是 我 们 证 明 单 连 通 域 相互 等 价 的 三 种 特征 性 质 的 最 后 一 
步 . 这 三 种 特征 性 质 是 : (1) 8 是 单 连通 的 , 如 果 其 余 集 是 连通 的 ; 
(2)Q 是 单 连通 的 , 如 果 它 与 一 圆 盘 同 胚 ; (3)Q 是 单 连通 的 ， 如 果 
它 的 基本 群 退 化 为 单位 元 袁 。 

1.7 支点 

为 了 详细 研究 多 值 函数 揭 奇 性 ， 必 须 先 确定 有 孔 圆 盘 的 基本 
群 ， 令 有 和 孔 圆 盘 为 0< | 中 <p， 并 考察 一 国定 的 点 , 例如 正 的 半径 
上 的 所 加 = 下 <P.、 用 人 

人 
Yt, WL—w) y(t + TD 
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作 中 心 投影 ， 则 任 一 过 % 的 闭 曲线 7 可 变形 为 圆周 |z| =7 上 的 
一 曲线 因此, 我 们 只 须 讨 论 这 一 圆 的 圆周 上 的 曲线 就 够 了 。 我 
们 仍旧 用 记号 YQ). 

根据 连续 性 ， 每 一 加 必 具 有 一 邻 域 ， 在 这 一 邻 域 中 ， 可 使 
一 Yol< 而 且 Y0) 不 能 同 
时 取 值 > 及 -7 应 用 互 ene-PBorel 引 
理 或 平分 法 容易 看 出 ,我们 可 写 7= 
YiyY2…"Yn， 此 处 每 一 yx 或 者 是 不 通过 
7, 或 者 是 不 通过 一 +， 为 了 简单 起 见 ， 
将 点 ”及 一 + 用 Po 及 Po 表示 (图 8-4)， : 

并 把 yx 的 两 端点 记 为 Pi 及 Pors， 由 于 图 8% 

yx 包含 在 一 个 去 掉 正 半径 或 者 去 掉 负 半径 而 成 的 单 连通 域内 ， 因 
此 它 可 变形 成 两 弧 PoPrtz 之 一 。 结 果 , 7 可 变形 成 若干 单 弧 的 飞 
积 。 这些 单 弧 的 相 接 端点 为 PoPiP2…PPo. 这 一 路 径 又 可 易 为 
PoPiP，PoPyPsaPo…PoP,_iP,Po， 此 处 我 们 规定 Pfo 及 PoPx 是 
不 包含 Po 的 弧 ， 事实 上 , 引进 与 工 同 伦 的 往复 的 弧 fxPoP% 即 可 
得 到 新 的 路 径 . 

我 们 证 明了 每 一 与 形 如 PPPryiPo 的 闭 曲线 之 积 同 伦 ， 
如 果 PiPr+i 不 包含 Po 则 这 一 曲线 与 4 同 伦 ， 反 之 ， 如 Prfxtz 
包含 P, 则 枚 举 所 有 可 能 情形 就 可 看 出， 曲线 必 与 CO 或 0 了 了 同 
伦 , 此 处 CO 是 整个 国 、 因 此 ,每 一 闭 曲 线 必 与 O 的 笑 同 化 . : 

最 后 , 要 注意 0” 仅 当 mm 一 0 时 与 工 同化 .这 是 因为 

QZ 


| — 72, 
Cm % 


如 曲线 与 二 同 伦 , 则 积分 必 等 于 零 . 从 此 可 知 : 有 和 孔 圆 盘 的 基本 群 
与 整数 的 加 法 群 同 构 . 显然 ,一 个 任意 的 环 具有 同样 的 基本 群 . 
现在 来 考察 一 个 可 沿 有 孔 圆 盘 0 过 |z| <p 中 所 有 的 弧 延 拓 的 
整体 解析 函数 了 选 定 z=y 处 的 一 个 芽 作为 起 始 芽 , 并 将 它 沿 曲 
线 Om 延 拓 ， 这 一 延 拓 或 者 是 不 回 到 起 始 芽 ， 或 者 是 存在 一 最 小 
正 整数 九 使 得 0* 能 导致 回 到 起 始 芽 . 在 后 一 情形 下 ,， 令 m= 
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np 十 9, nm 为 整数 而 0<9<h， 如 CO 能 导致 回 至 起 始 芽 ， 则 Ca 亦 
必 如 此 .但 由 mx 的 选取 可 知 这 仪 在 9 二 0 时 可 能 . 这 样 ,要 CO 能 
导致 回 到 起 始 芽 , 必须 m 是 % 的 一 个 倍数 ， 

考察 将 0 二 || 过 pW 映 成 0 过 |z| 之 p 的 映照 * 一 名. 可 以 断言 
f 在 下 述 意义 下 可 家 为 一 个 单 值 解析 函数 请 (L); 对 于 每 一 个 经， 
0 过 ji 之 pW? 存在 一 函数 元 素 (f, 0) Et iE0, 使 得 在 好 的 
一 个 邻 域内 有 CC) = 了 (26); 特别 是 ,对 应 于 点 2 一 人 的 函数 元 
素 应 能 确定 % 处 的 起 始 芽 . 

为 了 构 作 Fo 我 们 用 弧 Y 连 和 6 与 5 用 映照 z= 收 求 yy 
的 象 ,而 后 沿 着 y 的 象 延 折 的 起 始 芽 ; 我 们 把 F(L) 定义 为 这 一 
延 拓 后 所 得 的 最 终 芽 的 值 .必须 证 明 了 FC) 是 唯一 地 确定 的 . 为 此 ， 
设 如 及 六 为 由 go 至 《的 两 条 路 径 , 则 bl 可 变形 为 过 go 的 一 
个 圆 C 的 究 0", 因 此 , 象 曲线 6162 可 变形 为 C ?的 象 0% 但 CA 
导致 回 到 起 始 芽 ,因此 红 及 5 所 确定 的 是 同一 值 了 CE), 最 后 , 如 
5 位 于 和 的 一 个 邻 域内 , 则 可 先 作 一 由 &6o 至 5b1 的 台 妈 ,再 作 一 由 
如 至 上 的 变 弧 ,保持 在 令 域 之 内 . 如 邻 域 足够 小 , 则 沿 着 Y 的 象 
”的 延 拓 可 由 一 个 函数 元 素 (f, 人 02) 来 确定 ， 因此 在 该 邻 域内 FL) = 

ff). 

由 于 了 了 (C) 在 原 点 的 有 和 孔 名 城内 是 单 信和 解析 的 , 故 它 必 具 有 
一 收 敏 的 Laurent 展开 , 形 如 

FQ)= -DAL (1) 
应 当 注 意 , 这 一 展开 式 依赖 于 起 始 芽 的 选择 ;不同 的 起 始 芽 可 导致 
完全 不 同 的 展开 式 ， 特 别 是 ， 可 导致 个 不 同 的 值 。， 实 际 上 ， 妈 
使 是 级 数 (1), 也 产生 有 个 不 同 的 展开 式 , 对 应 于 2 ”的 4 个 初始 
值 。 如 令 @= 一 er 则 这 些 展开 式 可 表示 为 
户 ( 人 = 六 A 《2 一 0 1, ,bh—1). (2) 
如 将 节 《fo, 0) 沿 0 延 拓 ， 则 可 下 至 (fyx1, s)， 这 里 应 当 理 解 下 
标 为 上 的 恒 等 于 0. 

在 特殊 情形 下 ，Laurent 展开 可 只 包含 有 限 个 负数 次 乘 方 的 
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项 。 这 时 , 了 P(L) 或 者 具有 一 可 去 奇 点 ， 或 者 具有 一 极点 ， 只 要 
>1, 则 多 值 函 数 f(z) [或 更 正确 地 说 ,将 给 定 起 始 分 支 在 有 孔 圆 
盟 内 部 延 拓 而 成 的 整体 解析 函数 ] 称 为 在 *=0 处 具有 一 代数 奇 点 
或 支点 ， 如 (L) 具 有 一 可 去 奇 点 , 则 支点 是 一 寻常 代数 奇 点 ， 反 
之 则 为 一 代数 极点 ， 在 任 一 情形 下 ， 当 x 滑 一 任意 弧 趋 于 0 时 ， 
f (3) 趋 于 一 确定 的 极限 4o 或 o0， / 

显然 ， 我 们 也 可 以 研究 在 一 任意 点 & 或 co 处 有 一 孤立 奇 点 ， 
而 有 孔 圆 盘 的 半径 可 任意 小 的 情形 . 如 加 为 有 限 , 则 w= 了 (2) 与 自 
变数 z 之 间 的 对 应 关系 可 用 如 下 形式 的 等 式 来 表达 ， 

w— 3 4uzn， 
z=Q 十 Lr 或 2 一 

变数 称 为 局 部 单 值 化 变数 ， 

在 代数 奇 点 的 情形 ,对 于 Riemann 面 , 需要 把 一 个 具有 投影 
4 的 支点 也 放 在 曲面 上 ， 使 曲面 得 以 完备 ， 支 点 本 身 不 是 了 的 一 
个 芽 ,但 它 由 类 似 于 (2) 的 一 个 分 指数 短 级 数 展 式 集合 

fl) = DE Aro "(sa)" (3) 

完全 确定 ; 对 于 在 ce 处 的 一 个 奇 点 , 2 一 6 必须 换 为 1/z， 支 点 的 
各 邻 域 应 包括 支点 本 身 ， 以 及 对 某 个 83>0, 适合 上 一 4| <85 的 所 
有 芽 ( 户 ,外 ,这些 萄 是 在 (3) 中 代入 〈z 一 的 二 的 一 个 定义 在 蕊 的 
邻 域 中 的 单 值 分 支 而 得 到 的 .所 得 的 拓扑 空间 将 是 一 个 曲面 ， 其 
意义 是 :每 一 个 点 ,包括 诸 支 点 , 具有 一 个 同 胚 子 圆 盘 的 邻 域 . 

在 Weierstrass 理论 中 ， 习 惯 上 要 考虑 所 有 寡 级 数 展开 式 的 
全 体 , 包括 分 指数 的 宕 级 数 展开 式 ,而 这 些 宕 级 数 都 可 从 一 个 单独 
的 宕 级 数 经 过 解析 延 拓 得 到 , 并 把 这 叫做 一 个 解析 构 形 (analytio 


configuration, analytisches Gebilde). 


2 代数 函数 


形 如 了 P(w, %) 一 0 的 方程 对 于 每 一 2 有 有 穷 个 解 wi(z),，…， 
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wn(2)， 此 处 卫 为 一 个 二 变数 的 多 项 式 ， 我 们 要 证 明 , 这 些 根 可 以 
解释 为 一 个 整体 解析 函数 f(z) 的 各 个 值 ， 因 此 称 函数 f(z) 为 代数 
生 数 ， 反 之 ,如 给 定 了 一 个 刺 体 解析 西数 ,我 们 就 是 要 明确 它 是 不 
是 满足 一 多 项 式 方程 


”22.1 两 多 项 式 的 结 式 


如 果 一 个 二 变数 的 多 项 式 P(w, z) 不 能 表 为 两 个 不 等 于 常数 
的 多 项 式 之 积 , 则 称 这 一 多 项 式 是 不 可 约 的 . 两 多 项 式 卫 及 Q@, 如 
果 它 们 除了 常数 之 外 没有 公 因 子 , 则 称 这 两 多 项 式 互 质 . 

下 面 一 个 定理 按 其 性 质 是 属于 代数 的 。 但 对 代数 函数 的 理论 
来 说 , 它 有 着 非常 重要 的 意义 , 所 以 我 们 在 这 里 仍 给 以 证 明 . 

i PCw 2) 及 @(w 全 是 两 个 本质 的 多 项 式 ， 风 只 有 


其 根 - 

设 呈 及 @ 均 按 必 的 降 吞 排列 ,并 令 Q(w,2) 一 Bo(2)wn 十 … 十 
bm(z)， 此 处 bo(z) 不 恒 等 于 零 ， 如 以 @ 除 了 P, 则 得 一 商 及 一 余数 ， 
它们 都 是 w 的 多 项 式 ,并 且 是 z 的 有 理 函 数 . 我们 建立 oclid 加 
转 相 除法 如 下 ， 

CoP = goQ + Bi, 

CQ = qiBi + Ra, 

Cli = qoBat Res, (4): 

Cn-1ltn-3= Gn_1lin-1t Bn, 
此 处 qx 及 Rx 都 是 ww,z 的 多 项 式 , 而 o 是 z 的 多 项 式 , 用 以 消除 
分 式 . 肪 的 包 的 次 数 是 递 降 的 ,而 BB 则 是 “一 数 的 多 项 式 , 如 
BB,(z) 恒 等 于 零 , 则 根据 因子 分 解 的 唯一 性 定理 , 从 (4) 中 的 最 后 一 
” 式 可 知 , Rs 将 能 被 1 的 任 一 不 可 约 因子 所 除 尽 , 此 处 为 ;是 
w 的 正大 多 项 式 , 根据 同样 理由 , 逐步 推论 下 去 , 可 知 所 有 的 已 , 以 
”及 @ 与 了 都 将 被 同一 因子 除 尽 . 这 是 与 假设 矛盾 的 , 因为 Bz 是 
Ww 的 正 瞻 多 项 式 , 因此 必 具 有 一 包含 ww 的 不 可 约 因 子 ，。 
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现在 设 二 (ao ?0)=0 及 Q@(wo, xzo) 一 0. 将 这 些 值 代入 (4)， 
得 (wo, 20) 一 0,，…, 局 -i(wo, 20) 一 0， 最 后 Bl(?o) 一 0、， 但 因 
局, 不 恒 等 于 零 , 故 知 只 有 有 穷 个 % 可 满足 这 一 条 件 ， 从 而 定理 得 

证 . 

: 多 项 式 ha(*) 称 为 了 及 @ 的 第 式 ， 更 确切 地 说 ,如 要 结 式 能 
唯一 地 确定 , 则 必须 (和 中 的 指数 6; 都 是 最 小 可 能 的 ， 实 际 上 , 定 
理 3 中 所 说 的 年 起 对 我 们 来 说 并 不 太 重 要 ， 这 一 定 E 理 将 应 用 J “不 
可 约 多 项 式 PP(w, 2%) 及 其 关于 w 的 偏 导数 Pw《w, *)。 只 对 二 区 
于 色 汐 次 数 是正 的 , 则 两 个 多 项 式 是 互 质 的 , 我 们 把 卫 与 Pw 的 结 
式 称 为 上 的 判别 式 ， 对 于 判别 式 的 零点 Zo, 方程 本 zso) 一 0 具 
有 重 根 ， 

最 后 ,应 当 注 意 , 任 两 互 质 的 多 项 式 卫 及 电 的 络 式 RR(%) 可 写 
成 鼠 一 2ZP+94 的 形式 ,此 处 jp, 9 都 是 多 项 式 ， 这 可 直接 从 (多 式 
推 得 . 


2.2 代数 函数 的 定义 与 性 质 
我 们 现在 先 列 一 精确 的 定义 、 
定义 8 如果 -个 活体 角 林 秀 数 二 的 记 训 硬 数 元 素 (7” 7 在 


“要 反 机 数 关系 的 东 交 狂 我 们 只 要 假定 有 一 个 函数 元 素 满足 
方程 PCf(z), 2?) =0 即 可 .因为 其 他 的 函数 元 素 将 自动 满足 同一 
关系 . 我 们 还 可 以 假设 P(w, *) 是 一 不 可 约 多 项 式 ， 设 全 (w,%) 
有 因子 分 钥 了 PPa… 了 ,其 中 因子 Py 均 为 不 可 约 . 对 于 任 一 
固定 的 点 2E0, 等 式 P.(f(?), 2) =0 之 中 必 有 一 个 成 立 , 考察 一 
个 由 互 不 相同 的 点 甸 EQ 组 成 的 序列 , 如 果 它 在 2 内 趋 于 一 极限 ， 
则 必 布 一 等 式 Pi(f(zn), 乌 ) = 二 0 对 无 穷 个 入 成立， 由 此 可 知 ， 
Pi(f(z), 2) =0 这 一 特殊 关系 在 8 内 恒 能 满足 ， 因 此 必 为 f 的 所 
有 函数 元 索 所 满足 ， 据 此 ,我 们 可 随意 地 以 妃 代 P| 
此 外 ,还 不 难看 出 ,一 代数 函数 所 确定 的 不 可 约 多 项 式 了 , 除 
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了 一 稍 数 因子 外 ,是 唯一 的 。 因 为 如 果 设 & 是 一 本 质 上 不 同 的 不 
可 约 多 项 式 , 则 可 确定 结 式 BR(z) ==pP 十 gQ@. 如 对 所 有 的 xE0,， 有 
PAZ), 2) =0 及 QCf(2), 2)=0, 则 在 8 内 将 有 RCz)=0, 但 这 
与 BR(z) 不 能 恒 等 于 零 了 矛盾 .注意 ,了 不 能 退化 成 仅 为 ww 一 数 的 
多 项 式 ， 如 它 只 包含 有 w， 则 必 具 有 w 一 a 的 形式 ,于 是 函数 下 就 
化 为 常数 4. 

其 次 ， 我 们 来 证 明 ， 对 应 于 w 的 正 睾 的 任 一 不 可 约 多 项 式 
P(w, z), 存在 一 代数 函数 . 设 

Plw, %) =60(2) w+ 2) ++ 0 (2), 
设 2 既 不 是 多 项 式 wok2) 的 一 个 零点 ， 又 不 是 卫 的 判别 式 的 一 个 
零点 , 则 方程 | 
P(w, z0)=0 

恰 有 个 不 同根 wr，209， 0 .在 这 种 情形 下 有 有 下面 引 理 成 立 ， 


(fa, 4), »…, (Ff, 4), 具有 下 列 性 质 ， 

(a) 在 4 内 , P(fi(z), z) 一 0; 

(b) f Co 

多 项 式 P(w， 0 在。 W = Wi 由 确定 一 个 8>0, 使 
各 个 圆 盘 |w 一 w| <s 不 互相 交 迭 ， 并 以 Ce 表示 圆 |w 一 w| 一 8。 
则 在 0; 上, P(w, ) 头 0， 而 根据 幅 角 原理 , 有 

1 Pu(w, 0) 
3m)o 下 Co 并 

如 以 z 代 zx, 则 积分 都 变 成 在 2 邻 域 内 确切 定义 了 的 * 的 连续 函 
数 ， 由 于 它们 只 能 取 整 数值 ， 因此 必 存 在 一 邻 域 4, 使 得 对 于 所 有 
的 z€E4, 


Pi (2w, %) 
起 和 2) Ol, 
这 吏 是 说 方程 Po z) 0 在 圆 盘 we 内 愉 有 一 个 要 将 


这 一 根 记 为 f(z), 根据 留 数 计算 法 , 其 值 为 
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， 1 Pu 2) po 
Ji 5 Plw, %) cv 


这 一 式 表 明 f(x) 是 解析 的 ， 此 证 , fil?0) = 二 wi, 而 县 由 于 方程 
P(w, z) =0 恰 具 有 zr 个 根 ,因此 得 C6). 

由 引 理 1 立即 可 知 ， 对 应 于 多 项 式 了, 存在 一 个 代数 函数 
事实 上 , 我 们 可 取 卫 为 函数 元 素 (fi 4 所 确定 的 整体 解析 函 数 ， 
其 中 任 一 4 的 心 % 都 不 与 应 排除 的 有 穷 个 点 中 的 任 一 个 重合 . 此 
外 ,我 们 还 将 证 明 所 有 这 种 函数 元 素 属 于 同一 整体 解析 函数 ; 这 也 
就 证 明了 对 应 于 卫 的 函数 了 f 是 唯一 的 .为 此 ,首先 设 (f, 8) 是 一 
个 这 样 的 函数 元 素 ， 则 必 存 在 一 %E0Q,， 它 不 与 任 一 应 排除 的 点 
重合 ; 对 于 这 一 .x， 确 定 一 对 应 的 4 对 于 zE2, 由 于 了 (fC)， 
z) 一 0, 由 (0) 可知, 在 4 门 Q 的 每 一 点 上 了 ( 必 等 于 某 一 .fi(?). 但 
这 样 一 来 , f(z) 将 在 z% 的 任 一 邻 域 的 无 穷 多 个 点 上 等 于 同一 
f(z), 因 此 (f, 0) 必 属于 《f, 少 所 确定 的 整体 解析 函数 . 

令 排 除 的 点 为 cu ca …, cm. 现在 来 证 明 ， 凡 满足 方程 
P(f(z), 2) 一 0 的 函数 元 素 (f, 8) 可 沿 着 任 一 不 过 点 cx 的 红 延 
拓 . 因为 如 果 不 如 些 , 则 将 存在 一 弧 [a, 嫂 ， 使 得 一 给 定 的 起 始 
芽 可 沿 所 有 的 子 弧 y[q, ,7<5 而 不 是 沿 整 个 弧 延 折 ， 置 zo= 
y(4b), 根据 引 理 1 确定 一 4 并 选 定 7, 使 当 #E [7, 站 时 , Y(t) 
4， 应 用 上 面 的 同样 理由 可 证 , 沿 着 y[a, 如 延 拓 而 得 的 芽 7(7) 必 
由 函数 元 素 (f, 4) 之 一 所 确定 .但 这 样 一 来 , 它 必 可 沿 着 所 有 引 
至 5 的 路 色 延 拓 , 从 而 得 出 矛盾 . 

但 迄今 为 止 ,我 们 还 没有 证 明 所 有 的 元 素 (f, 4) 属于 同一 整 
体 解析 函数 。 要 作 这 一 部 分 的 证 明 , 必须 先 详细 研究 一 下 临界 点 
Ck 上 的 性 态 . 


2.3 临界 点 上 的 性 态 


上 面 讨论 中 一 直 被 排除 的 点 o 是 了 的 首 项 系数 ao(2) 的 零点 

及 判别 式 的 零点 ， 选 定 5, 使 圆 盘 1? 一 cx| 过 6 不 包含 0% 以 外 的 其 
他 临界 点 。 在 这 一 圆 盘 中 , 固定 一 点 z#cxw 并 在 这 一 点 选 定 一 芽 
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(fi, xs)， 这 一 芽 可 党 着 有 和 孔 圆 盘 中 所 有 的 弧 延 扫 ， 此 外 ,如 采 这 
一 芽 沿 着 过 2 而 以 mw 为 圆心 的 图 C 延 折 ， 则 最 后 必 回 到 她 (jf 
z0)。 由 于 这 种 分 支 的 数目 只 能 是 有 限 的 , 故 知 , 必 存 在 一 最 小 正 
整数 有 <n, 能 使 沿 着 0? 的 延 拓 回 到 起 始 芽 (fi, zo)， 根据 .6 节 
的 基本 结果 ,有 


fi(%) = > dz 一 Cg) (5) 


先 设 cw 不 是 go0(z) 的 一 个 零点 。 则 当 > 一 cz 时 , fi4(z) 将 保持 
有 界 ， 实际 上 ，, 只 要 fi(#) 半 0, 方程 Pfi(z), z)=0 可 写成 如 下 
形式 : 

io 人 (人 十 (2 广 ( 2 十 十 oo 人 (的 (2 一 0， (6) 
如 果 . 户 (o) 无 界 , 则 将 存在 点 列 加 ->@ 而 fC2w)->oc, 代 入 (8) 将 得 
Go(zn) 下 0， 这 与 60(6%) 大 0 的 假设 矛盾 ， 由 此 可 加 展开 却 ( 吕 只 包 
含 正 数 宕 , 而 fi(%) 在 cx 处 至 多 具有 一 寻常 代数 奇 点 . 
现在 我 们 研究 aolcx) =0 的 情形 ， 设 零点 的 重 数 为 m， 那么 
lim aoks) (2—0x) ™ #0. 从 (6) 可 得 
Go%) (s— CH) 十 OZ 2 一 0 fs) ee 
十 (2) (2 一 oo) "fi(2) "=0, 
如 果 表 达 式 fi(%)(z 一 cx)”" 无 界 ， 则 仍 将 引出 矛 质 . 象 在 1. 7 节 中 
一 样 , 令 


P(E) > A,e”, 


并 知 卫 (LLm 是 有 界 的 、 因 此 , 了 PC) 具有 一 至 多 为 mh 阶 的 极 
点 ; 而 fi(z) 在 om 处 至 多 具有 一 代数 极点 ,或 者 在 特殊 情形 下 , 具 
有 一 寻常 代数 奇 点 . 
最 后 , = ce 上 的 性 态 也 有 必要 讨论 一 下 ， 很 容易 看 出 , 形 如 
下 式 的 展开 式 ， 
~ fil) -54, or 


在 co 的 一 个 邻 域内 成 立 。， 设 多 项 式 mi(2) 的 次 数 为 7r《 恒 等于 零 
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的 系数 不 在 讨论 之 内 ) ， 取 一 整数 m, 使 得 
m> 寺 (rk 一 79) b=1, ,nN (7) 


可 以 断言 , 当 *~> co 时 ,Ai(Os2 必 有 界 ， 因为 否则 , 对 于 一 个 趋 
于 oo 的 序列 ,将 有 Po) “wv*>0。 这 意味 着 fi(%) e >0, 而 根 
据 (7), 对 于 8>1, 将 有 f(z) ->0, 如 以 2 乘 (6) 式 , 则 所 
_ 有 的 项 除 首 项 外 都 将 趋 于 零 . 这 是 一 个 矛盾 ， 因 此 知 广 (o) 在 co 
处 至 多 具有 一 代数 极点 . 

总 结 上 面 所 说 ， 我 们 已 证 明了 一 个 代数 函数 在 扩充 平面 上 至 
多 具有 代数 奇 点 ， 现 在 我 们 来 证 明 这 一 叙述 的 送 ， 为 了 建立 一 首 
定理 , 主要 的 是 要 加 上 一 种 假设 ,使 得 在 一 给 定点 上 具有 有 穷 个 分 
支 . 

设 f 为 一 整体 解析 函数 .对 于 每 一 个 c, 设 有 一 个 以 c 为 圆 
心 的 有 孔 圆 盘 4 存在， 使 得 f 的 定义 于 一 点 %€4 的 所 有 苏 都 能 
沿 着 4 内 任 一 缴 延 拓 ， 并 在 ¢ 处 具有 代数 的 特征 ， 这 一 假设 对 
c 一 co 也 适合 ,此 时 4 是 一 圆 的 外 部 。 此外, 对 于 一 4, 必须 假设 
zo 处 的 不 同 芽 的 个 数 是 有 限 的 ， 

由 于 扩充 平面 可 用 有 穷 个 圆 盘 4 来 诞 盖 〈 圆 心 也 包括 在 内 )， 
因此 只 有 有 穷 个 点 ¢ 可 以 是 实际 的 奇 点 ; 把 这 些 点 记 为 cx。 容易 
证 明 在 任 一 点 z 关 ce 处 的 芽 的 个 数 是 一 常数 ,因为 每 一 个 这 样 的 点 
具有 一 邻 域 , 在 其 中 了 的 所 有 菠 都 是 单 值 的 ,而 且 可 在 整个 邻 域内 
延 折 ， 由 此 可 知 , 恰 具 有 % 个 芽 的 点 z 的 集合 是 开 集 (n 可 为 有 穷 
或 无 穷 ) .由 于 扩充 平面 减 去 点 ee 后 是 连通 的 , 因此 这 些 集 合 中 
只 有 一 个 是 不 空 的 .因此 % 是 一 常数 .由 假设 知 这 一 常数 不 能 为 
无 穷 大 ,同时 它 也 不 能 等 于 零 , 因为 如 果 它 等 于 零 , 则 芋 就 成 为 空 
的 函数 元 素 集 合 了 . i 

现在 我 们 可 把 任 一 点 zcs 上 的 分 支 记 为 f1C8), …，, 万 (2)， 
但 次 序 仍 是 未 定 的 . 作 /人 2) 的 各 个 初等 对 称 函 数 ， 也 就 是 说 ， 作 
出 多 项 式 

Cw —f1C2)) Go 一 Fa) "(Ww — fa?)) 
: 。307。 


的 系数 ， 这 些 系 数 都 是 z 的 单 值 函数 ,而 且 显然 在 除了 可 能 的 孤 
立 奇 点 cx 以 外 ,到 处 是 解析 的 ， 当 x 趋 于 ex 时 , 每 一 f(s) 至 多 象 
Iz 一 cv| 的 负数 次 乘 罕 一 样 ,向 无 穷 大 增 大 ， 因此 ， 初 等 对 称 函 数 
也 具有 这 样 的 性 质 ， 由 是 可 知 所 有 的 孤立 奇 点 , 包括 无 穷 远 处 的 
一 点 在 内 , 至 多 不 过 是 些 极点 ,所 以 初等 对 称 函 数 必 都 是 zx 的 有 理 
函数 ， 角 它们 的 公分 母 为 go(%), 则 所 有 分 支 有 (2) 必 满 足 一 多 项 
式 方程 
Go(2 Jr 十 02 JW 十 十 (一 0， 


这 就 证 明了 了 是 代数 函数 ， 

现在 就 很 容易 解决 2.2 节 中 还 没有 解决 的 问题 ， 设 函数 元 素 
《〈 记 2) 满足 方程 P(f(z), z) 二 0, 此 处 卫 是 不 可 约 的 ,关于 名 的 
次 数 是 wn， 则 对 应 的 整体 解析 函数 了 只 具有 代数 奇 点 及 有 穷 个 分 
支 . 根据 上 而 的 证 明 , f 应 满足 一 多 项 式 方程 , 其 次 数 等 于 分 支 个 
数 ， 因 此 它 将 浇 足 一 个 次 数 不 能 较 高 于 的 既 约 方程 ， 但 它 所 能 
满足 的 唯一 既 约 方程 为 了 Cw, z) =0, 它 的 次 数 是 m 所 以 分 支 个 
数 恰 为 %, 这 水 证 明了 P(w, z) =0 的 所 有 解 都 是 同一 解析 函数 的 
分 支 . 

总 结 上 述 结 果 , 可 得 ， 

生理 于 人才 作证 本 如 果 内 有 有 宕 个 分 关于 元 有 有 一 


和 
本 
过 


省 


通常 我 们 也 这 样 说 一 个 询 约 方程 PC 双 一 0 定义 一 代数 曲 
线 、 代 数 曲 线 的 理论 是 代数 学 和 函数 论 中 一 高 度 发 展 的 分 枝 ， 我 
“ 们 只 能 在 这 里 提 一 提 函 数论 方面 的 最 初等 部 分 。 


习 题 


试 确定 代数 函数 3 一 3ws-22 一 0 的 奇 点 的 位 置 和 本 质 。 
se308 。 


3 Picard 和 定理 
在 这 一 节 中 我 们 要 证 明 Pioard 的 著名 定理 , 它 断 言 ， 一 个 整 
函数 遗漏 的 至 多 是 一 个 有 穷 值 。 我 们 将 按 本 质 的 途径 ,使 用 模 责 
数 入 (5) (第 7 章 第 3.4 与 3.5 节 ) 作为 单 值 性 定理 (第 1.6 节 ) 的 
一 个 应 用 来 证 明 这 定理 。 这 是 Picard 自己 的 证 明 。 现在 已 有 很 
多 其 他 的 证 明 , 它们 只 需 要 较 少 的 准备 , 因而 可 说 是 更 为 初等 的 , 
但 没有 一 个 证 明 象 原 证 明 那 样 深刻 透彻 , 


3.1 空隙 值 

复数 &@ 称 为 函数 f(z) 的 一 个 空间 但 , 如果 在 了 有 定义 的 区 域 
中 了 (2) 关 4， 例 如 , 0 是 2 在 整个 平 汪 中 的 一 个 入 际 什 。 

定理 9\Picard) 其 有 不 止 一 个 至 斤 代 的 整 男 数 必 化 为 一 个 
种 数 ， 

我 们 记得 , 一 个 整 函数 就 是 在 整个 平面 中 者 解 厅 的 两 数 。 加 
果 & 与 是 不 同 的 有 穷 值 ,并 设 Fo) 对 所 有 的 z 几 不 等 于 0 与 
我 们 要 证 明 f(z) 是 一 个 常数 ， 考 察 f1(%) 一 (J (8) -一 的 /一 ,这 
一 函数 是 一 个 整 函数 上 且 关 0 与 4+， 如 果 广 是 常 数 ,那么 了 了 也是, 所 
以 我 们 完全 可 以 从 一 开始 就 假设 4=0, 5=1 z 

我 们 将 定义 一 个 整体 解析 函数 bh, 它 的 函数 元 素 (%, 2) 具有 
下 列 性 质 : 对 于 zE 8, Imh(g)>0, [hz)]=f(z)。， 这 里 入 (如 是 
第 7 章 第 3.5 节 定 义 的 模 函 数 , 我 们 要 证 明 h 可 以 沿 所 有 路 线 延 
拓 ， 由 于 平面 是 单 连 通 的 ,， 故 由 单 什 性 定理 知 , R 定义 一 整 函数 
hl(z)， 由 于 及 Cz) 的 所 有 值 都 在 上 半 平 面 内 , 光 以 外 是 右 界 的 ， 根 
据 Liouviile 定理 , h 必须 化 为 常数 , 因而 f(z) 一 和 [4(z)] 也 是 党 
数 . z 

由 第 7 章 的 定理 7, 在 上 半 平 面 内 存在 一 点 名 使 得 和 (70) = 
了 (0)、 由 于 和 (Cz) 天 0, 由 同一 定理 ,存在 入 的 一 个 局 部 道 , 定义 在 
了 00) 的 一 个 邻 域 4 中 ， 记 为 15125 以 下 列 条 件 为 标志 ; 在 如 中 

$s BOS 。 


和 XLX 《oz = 自 
A [fF(0)] 一 To 

根据 连续 性 ， 有 原点 的 一 个 邻 域 Qo, 在 其 中 f(x)E 4， 因而 可 以 
在 2o 定义 有 2 一 和 6 LPG 以 有 全 表 示 将 函数 元 素 . 2，go) 按 一 
切 可 能 途径 延 拓 而 得 到 的 整体 解析 图 数 . 

现在 必须 证 明 元 素 ( 久 2o) 可 以 沿 所 有 路 线 延 拓 ， 而 且 Im 及 
保持 为 正 。 如果 情况 不 是 这 样 , 我 们 可 以 找到 一 条 路 线 y[0, 旨 ]， 
使 得 对 任何 1< 太 ,有 可 以 延 所, 而且 Im 一 直 保 持 为 正 ,然而 , 在 
一 六 时 ,或 者 到 不 能 延 拓 ， 或 者 Iawly(G)] 趋 于 0. 我 们 在 上 半 
平面 可 以 确定 一 个 值 t, 适合 X%r) 一 六 [7 三) 让， 积 一 个 局 部 逆 
条， 它 定 义 在 .FLy(] 的 一 个 邻 域 机 中 ， 使 XICFI7( 人] ) 一色， 
令 Q1 是 7 (二 ) 的 一 个 邻 域 ， 在 其 中 jz)E4， 并 选 为 < 玉 使 得 对 
于 i€ [ty 机， 有 Y(t) EQ 我们 知道 入 (7) 在 T=h[y(to)] 与 
tT 一 Mr (f[y(ta)]) 有 相同 的 值 f[y(ts)]， 因此, 由 第 7 章 定理 8&， 
在 辣 余子 群 m0d2 中 存在 一 个 模 变 换 S, 使 得 

DIM (fly(t2)1)] =h[y (ts)]., 
现在 用 hu(%) 一 SI[ATAf(z))] 在 1 中 定义 加 ， 显 见 (;, 24) 是 
在 刀 时 的 一 个 延 拓 ， 它 满足 入 (hu(z)) 一 f(z) 和 Im 及 >>0。 我们 得 
出 结论 : h 确实 可 以 沿 所 有 路 线 延 拓 ， 由 此 ， 正 如 我 们 已 指 出 的 ， 

立即 得 到 Pioard 定理 . 

我 们 如 此 费力 地 作出 了 证 明 的 细节 ,无 非 是 要 读者 相信 , 单 值 
狂 定理 在 证 明 中 起 着 和 模 函 数 同 样本 质 的 作用 . 


4 线性 微分 方程 


整体 解析 函数 的 理论 可 用 以 研究 常 微 分 方程 的 复数 解 ， 而 且 
具有 相当 高 的 一 般 性 . 在 所 有 微分 方程 中 , 线性 方程 是 最 简单 而 最 
重要 的 . n 阶 线性 方程 具有 下 列 形 式 ， 


Qiop py 
Ch 一 十 '… 十 Gn-1(%) Hn (2) WwW b(s). (8) 


qo(z) SA +a:) 


。 S10 。 


式 中 系数 Gx(%) 及 右边 的 5(%) 都 是 单 信和 解析 函数 .为 了 处 理 简单 
起 见 ， 我 们 只 限于 讨论 这 些 耳 数 定 义 于 整个 平面 的 情形 ， 也 就 是 
碗 ,假定 它们 都 是 整 函 数 . 方程 (8) 的 一 个 解 是 一 整体 解析 函数 
f， 满 足 恒等式 
Qf YF DT tf + of =0. (9) 

我 们 已 经 说 明 , 这 是 一 个 有 意义 的 方程 ,而 且 只 要 了 的 函数 元 
素 (j，9) 注 足以 了 代 芋 而 得 的 对 应 方程 , 则 (9) 式 必 成 立 ， 具有 
这 一 性 质 的 函数 元 素 称 为 局 部 解 ， 

训 悉 实数 情形 的 读者 将 希望 方程 (49 有 冯 个 线性 独立 的 解 .在 
我 们 只 研究 局 部 解 的 时 候 情形 确实 如 此 ， 但 现在 我 们 须要 求 出 不 
同 的 各 个 局 部 解 ,它们 可 以 是 同一 个 整体 解析 函数 的 不 同 元 素 , 换 
言 之 ,在 复数 的 情形 ， 和 站 全 和 各 全 下 人 竺 析 王 
的 人 情况. 

ey 如 果 8(2) 恒 恒 等 于 专 .这 是 非常 重要 
的 一 种 情形 ,也 是 我 们 这 里 所 要 讨论 的 叭 一 情形 。 我 们 还 可 以 假 
设 系数 不 具有 公关 笃 岂 事实 上 , 如 % 是 一 个 公共 零 扎 ， 则 
所 有 系数 可 以 队 以 ?一 w%, 而 解 保 持 不 变 。 如 我们 所 要 研究 的 是 系 
数 为 半 纯 函数 的 方程 , 则 从 一 开始 便 可 以 cok2) 过 除 \8) 式 。 反 之 ， 
如 所 给 方程 具有 半 纯 的 系数 , 则 每 一 系数 可 写成 二 整 电 数 之 商 ; 乘 
上 公分 母 以 后 即 得 一 与 整 系数 方程 等 价 的 方程 。 因此 , 方程 的 系 - 
数 是 否 有 极 挟 , 束 无 关 重 要 .。 

如 %==1， 则 方程 (8) 具 有 显 解 


一 G1(#) 
21) se 各 ET 


这 样 ， 问 题 只 在 于 确定 积分 的 多 值 性 ， 这 是 前 面 已 经 讨论 过 的 问 
题 ， 而 在 m=2 时 , 则 却 具有 一 般 情形 的 特性 。 据 此 , 我 们 只 要 讨 
论 一 上 阶 线性 齐 次 微分 方程 就 史 了 . 

4.1 寻常 点 


一 点 和 称 为 微分 方程 
Wo2) Ww" Ta YW + oa) w=0 (10) 


*3 革 、 


的 寻常 点 , 当 且 仅 当 ao(w%) 到 0， 这 里 须要 证 明 的 主要 定理 是 下 面 
的 
定理 上 A ER 成 ， 则 必 存 在 一 局 部 解 


重 和 
要 


先 将 (10) 写 成 如 下 形式 ， 
Ww =PD%) + qs)w, (11) 
此 处 p22) 一 一 G1/qo0;9(2) 一 一 46a/go， 定 理 的 假设 表明 , p(z) 及 
9(z) 在 % 的 一 个 邻 域内 解析 ; 为 了 方便 起 见 ， 可取 zo 一 0， 令 p(%) 
及 g(z) 的 Taylor 展开 为 
PD(%) =po+ pg 十 … 十 Dn 十 (12) 
4 (2%) =qgot+ q+. 十 qne" 十 '… 
为 了 解 出 方程 ( 坟 ), 可 用 未 定 系数 法 。 如 定理 正确 , 则 方程 
的 解 ww 一 f(%) 必 有 Taylor 展开 
f(z) = D0 62 十 ，… 十 bay" 十 ，…。， (18) 
其 系数 满足 条 件 : 
3203 一 0iD0 十 po9o， 
620s 一 2032o 十 0421 十 0i0o 十 pod1，， 
n(n—1)0, = (n—1) 0 -12o 十 (一 2)00-2204 十 
+ bipn-s+ bn _ 290 On_aq1T 二 bogs, 
这 就 证 明了 了 唯一 性 .余下 的 就 是 要 证 明 等 式 (14) 可 引出 具有 正 的 
收敛 半径 的 寿 级 数 (13)， 于 是 ,通过 容许 的 各 项 运算 如 逐 项 微分 、 
相 乘 、 重 行 排列 等 就 可 知 (18) 是 方程 的 一 个 解 , 具有 所 需 的 初始 值 
了 及 三 . 
由 于 级 数 (12) 具 有 正 的 收敛 半径 , 故 根据 CQauohy 不 等 式 ， 存 
在 常数 昼 。 及 ro>>0, 使 得 
[pn | Mors”, 
【 | <Moro". 


(14) 


(15) 


s 9312。 


沪 了 证 明 《18) 也 具有 一 正 的 收 伍 半 径 , 我 们 只 要 证 明 ， 在 以 及 7 
的 适当 选择 下 , 成立 类 似 不 等 式 / 
16 | Mr (16) 

即 可 . / 

现在 对 % 用 归纳 法 来 证 明 (16), 首先 , (16) 对 n=0 及 n=1 必 
成 立 ; 据 此 得 到 条 件 [5o| 志 MM, | 妇 | < Mr 这 些 条 件 对 于 足够 
大 的 玖 及 充分 小 的 ?成立 ， 设 (16) 对 所 有 小 于 % 的 下 标 正确 .为 
了 简化 计算 手续 , 令 r<yroi 则 从 一 般 方程 (14) 立 即 可 得 估 值 . 

n(n—1) | DoEGE 二 23 十 十 (一 于 7 和 十 (多 一 工人 


=MMo EC 1) 7 十 (nn 一 1)r? | 

于 是 得 |bs|<MMo( 人 +)r*<MMo (G+) 
只 要 Mo(7/2 十 7?)<1， 即 得 (16)。 容 易 看 出 , 这 一 关系 以 及 前 面 
的 一 些 条 件 对 所 有 充分 小 的 了 都 能 得 到 满足 .定理 证 毕 . 

特别 是 ， 存 在 局 部 解 folz) 及 fi(z), 满足 条 件 : fokzo) 一 | 
fo(zo) 一 0, f1(20) 一 0， fi(z0) 二 1。 由 于 唯一 性 , 故 知 具有 初始 值 
”bo, bb 的 解 必 为 fz) = 二 bofolz) 十 bf1(%)， 因 此 ,每 一 局 部 解 必 为 
folz) 及 fi(z) 的 一 个 线性 组 合 ,。 而且 解 fo(z) 及 fi(z) 是 线性 无 关 
的 ， 这 是 因为 如 果 bofolz) 十 bf1(?) 一 0, 则 令 z 一 zo 可 得 bo=0, 
而 由 于 f(z?) 不 能 恒 等 于 零 , 故 必 b1= 0. 


习 题 


1, 求 w"=sw 的 两 个 线性 独立 解 在 原点 附近 的 着 级 数 展 开 式 ， 
2。. Hermite 多 项 式 定 义 为 Ha(#) = (一 1)"e”(d"*/ads") (e-”)， 求证 
瑟 ,(#) 是 方程 w” 一 28w' 十 2mw 生 0 的 一 个 解 ， 


&.2 正则 奇 点 


使 qo(xo) =0 的 任 一 点 zo 称 为 方程 (10) 的 奇 点 ， 如 方程 写成 
(入 ) 的 形式 , 则 这 一 假设 就 表示 pC%) 或 gl%) 在 处 具有 一 极点 ， 
.313 。 


因为 我 们 仍 设 (10) 中 的 所 有 系数 不 具有 公共 零点 . 
疝 点 有 种种 不 同 的 类 型 。 现 在 先 研究 最 简单 的 情形 , 设 wo(2) 
系 点 。， 在 这 一 假设 下 , 函数 pC2) 及 q(z) 至 多 不 过 有 单 极 
点 , 如 取 名 = 二 0， 则 它们 的 上 Laurent 屡 开 有 具有 下 列 形式 : 
a 


1 / 
Tpot pst 


PD(%) = 
qd \2) 一 21 t+q0t qi, 


儿 
如 在 (fi) 式 中 , 作 代 换 
人 一 bo 十 012% 十 六 322 十 "es, 


比较 系数 后 可 得 
—pD-101 一 bo0a， 
2(1—p-_1)0a= bipot 019-4+ bodo, 
Nn—i—p_10 = (nm—1)0,_im+ (Nn 一 2) 0 -321 十 和 … (17) 
+bipn-a Dn-19-1 On-2qo 十 … 十 bogn.a, 
这 一 组 关系 式 与 (14) 有 着 本 质 上 的 区 别 . 首先 , 只 有 pb 可 任 
意 选 择 ， 因 此 ， 用 这 一 方法 至 多 可 得 一 个 线性 独立 解 ， 其次， 如 
”Pp-i 一 0 或 等 于 一 正 整 数 , 则 方程 组 (17) 或 者 没有 解 ,或 者 加 之 一 
可 任意 选择 . : 
设 p-1 不 等 于 零 或 正 整 数 ， 我 们 来 证 明 ， 所 得 短 级 数 能 有 :一 
正 的 收 合 半径 。 仍 象 前 面 一 样 , 应 用 估 值 (15), 令 赣 宇 10o|, 并 
设 (16) 对 小 于 % 的 下 标 成 立 ， 更 设 ?ro, 邮 得 
nin—1—p-1|* 1b! 
<Mr* {Mo rt nl) |+ lg-alr). 


只 要 (rn 一 1)/ 1m 一 1 一 pi| 有 界 ， 则 对 于 所 有 的 mn% 下列 不 等 式 成 
也 

[6 <Mr™" (Ar+ Br’), 
对 于 足够 小 的 +, 这 一 式 较 强 于 (16) 式 , 从 此 , 收敛 性 得 证 . 
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正 驼 上 面 所 指出 的 ， 这 一 结果 是 属于 预备 性 质 的 ， 我 们 的 实 
际 日 的 是 要 在 %% 点 处 有 一 正则 奇 点 的 情况 下 解 出 方程 (11) .所谓 
正则 奇 点 就 是 指 p(2) 在 加 处 处 至 多 共有 一 单 极点 ,而 9442) 在 so 处 至 
多 共有 一 二 阶 极点 . 

在 这 种 情况 下 ， 解 的 形式 应 为 w=x*g(s), 此 处 g(z) 在 点 
zo 一 0) 解 忻 而 且 关 0.。 将 这 一 解 代入 (11), 经 运算 后 可 知 ，9(?) 必 
满足 如 下 的 微分 方程 


9 一 人 - 径 ) 1 二 (9 十 到 -2 )9g， (18) 
对 于 任意 的 a, 这 一 式 与 原来 方程 同型 ， 因 此 不 能 有 什么 帮 


助 .但 是 我 们 可 以 选择 @, 使 g 的 系数 只 具有 单 极点 ， 如 果 9(2) 
”具有 展开 式 


q() = 
则 a 应 满足 二 次 方程 
x(w 一 十) 一 0_4a 一 0 一 0， 《19) 

这 -一 方程 称 为 指数 方程 indicial equation)。 对 于 这 样 的 ww 由 上 
面 预 备 性 的 结果 可 知 (11) 具有 形 如 29g(2)，940) 闫 0 的 解 ， 只 要 

1 一 20 不 为 非 负 整数 . 

设 (19) 的 根 为 oz 及 wa。 出 oto=p-1+1 或 oa 一 0 一 PD-1 一 
2uxi 十 1， 因 此 当 且 仅 当 os 一 a 等 于 一 正 整数 时 mm 是 例外 值 ; 根据 
对 称 性 ， 当 os 一 ai 是 一 负 整 数 时 , as 是 例外 值 . 所 以 如 果 指 数 方 
程 的 两 根 不 差 一 整数 , 则 可 得 两 个 解 22+gi(z) 及 z“ga(z), 它们 显 
然 是 线性 独立 的 . 如 两 根 相等 或 相差 一 整数 , 则 只 得 一 个 解 . 

”定理 ? 如 mm 2 上 人 


学 
二 
哩 人 


方程 的 根 的 解 0 
如 已 知 一 解 , 则 与 这 一 解 线性 无 关 的 另 一 解 就 不 难 求 出 . 求 第 
。315 。 


二 解 的 方法 属于 微分 方程 的 专著 的 范围 ， 这 里 就 不 多 述 了 。; 至 于 
非 正 则 奇 点 的 情形 ,在 本 书 中 也 无 法 讨论 . 


习 题 


工 、 求 证 : 方程 (i 一 33)w” 一 28w 二 n(n 十 13)w=0 (% 轨 一 正信 区 数 ) 的 解 
为 Legendre 多 项 式 


一 (i On 7 1 六 (2 一， 
2、 斌 确定 方程 


sew m2 + w=0 
的 两 个 线性 独立 解 ,其 一 近 0, 其 男 一 近 一 4. 
3. 求证 Bessel 方程 wo" + 由 十 50 一 0 的 解 是 一 整 孙 数 ， 并 确定 其 轿 级 


数 屡 并 . 
4.3 无 穷 远 点 附近 的 解 

如 ao(2), qzkz)， aslz) 都 是 多 项 式 , 我 们 来 研究 解 在 co 的 邻 
域 中 的 性 态 .处 理 这 一 问题 的 最 简便 方法 是 作 变 数 变 换 z 一 1/2. 
和 : 


Ow _ » Ow 
ds -4 dF 
da0 Co 4 Qa 
1 24 to ar 
因此 ,方程 ( 坟 ) 变 为 
dw 一 人 一 入 i -4 1 
R23 (2272+42 妆 ( 吾 )) 玫 +2-4( 子 )w。 (20) 


如 果 点 2 一 0 是 方程 (20) 的 一 寻常 点 或 正则 奇 点 , 则 点 oo 将 是 方 
程 (11) 的 一 个 寻常 点 或 正则 奇 点 ， 因 此 ,如果 方程 (11) 中 的 各 系 
数 在 2Z=0 处 有 一 可 去 奇 点 , 则 点 co 就 是 一 寻常 点 ; 而 根据 定义 ， 
这 就 等 于 说 一 (2z 十 2p(2)) 及 sg(2) 在 co 有 可 去 奇 点 。 同 样 , 如 
果 这 些 函 人 分 别 在 co 至 多 有 一 单 极点 及 二 阶 极点 ， 则 oo 是 一 正 
则 奇 点 ， 

e 3 和 。 


“现在 来 确定 具有 极 少 数 奇 点 的 方程 ， 如 co 为 一 寻常 点 ， 则 
g( 人 至 少 应 具有 四 个 极点 ,除非 9(2)=0， 在 后 一 情形 , p(z) 只 能 
有 一 极点 ， 如 以 这 一 度 氮 置 于 原点 ， 则 必 有 P4o) 二 一 2/%， 对 应 方 
在 ， 

Ow 2 dw 


mp 
mii pe 


de 2% Oz 
的 通 解 为 w=az “十 0b. 

如 9(z) 不 恒 等 于 零 ， 则 只 能 有 两 正则 奇 点 。 显然 我 们 可 将 这 
两 奇 点 置 于 0 及 co, 这 样 , 即 得 oo 是 正则 奇 点 的 情形 .如果 只 有 
一 有 限 硒 点 , 设 这 一 奇 点 在 原点 ， 则 必 有 24) 一 4[/2 9402) 一 号 /2 
如 为 选 一 些 常 数 , 则 方程 可 写成 

0 — (GB—1)sw +aBw=0. (21) 
这 一 方程 有 解 名 二 x” ,WW 二名， 此 处 a 及 B 显然 是 指数 方程 的 两 
根 ， 如 a=B6， 则 必 尚 有 男 一 解 。 为 了 求 出 这 一 解 ， 可 将 (21) 式 写 
成 符号 形式 


并 以 wx*W 代入 ,得 


dz 
( 晤 mr- 有 到 


方程 ( > -所 ) 琴 一 0 显然 有 解 WW 一 logz, 因此 ， (2 式 的 所 求解 
为 w=2 lo0pz. 


4.4 起 比 微 分 方程 


上 面 说 明 具 有 一 个 或 两 个 正则 奇 点 的 微分 方程 具有 平凡 解 ， 
只 有 在 引入 第 三 个 奇 点 时 可 得 一 新 的 重要 的 解析 函数 类 . 

很 明显 ， 二 阶 线性 微分 方程 经 变数 的 线性 变换 后 变 成 同一 类 
型 的 方程 ,其 奇 点 的 特征 仍 保持 不 变 ， 因 此 , 我 们 可 以 把 方程 的 三 
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”个 奇 点 选择 在 预定 的 一 些 点 上 , 而 最 简单 的 就 是 选 定 在 0 1 及 co 


上 上 ， 
如 方程 Ww" Pp(%)W + 9(%) 
只 在 0 及 1 处 具有 有 限 正 则 奇 点 , 则 必 有 
PD(%) 一 
qd (%) oD 了， +Q(2), 


I 
此 处 Pl(z) 及 Q(z) 都 是 多 项 式 . 为 了 使 ce 多 的 奇 点 是 正则 奇 瓜 ， 
在 ce 处 ， 灾 十 2 Do) 必须 至 多 具有 一 单 极点 而 xXg(%) 至 多 具有 一 
二 阶 极点 .根据 这 些 条 件 ，P(z) 及 以 2 就 必须 恒 等 于 零 ， 而 关系 
D+ 了 =0 必 成 立 。 这 些 条 件 显然 是 唯 有 的 条 件 ， 因 此 可 把 p(%)、 
q(%) 的 表达 式 重 写成 如 下 形式 ， 
Pl%) -和 + 
g (2) -+ 
原点 的 指数 方程 为 
ala—1)=Aat+O., 
因此 , 如 这 一 方程 的 根 为 ai aa, 则 得 4=oi 十 9 一 1， CO = 一 Qi0s, 
同 理 ，B= 十 6 一 4， B= 一 BiBa, 此 处 B 及 是 点 工 的 指数 
方程 的 两 根 。 为 了 列 出 oo 处 的 指数 方程 , 注意 , - (2z 十 spp(9)) 及 
sg(2) 的 首 项 系数 分 别 为 一 (2 十 4 十 B) 及 OQ 一 D+ 召 ， 因 此 oo 处 
指数 方程 的 根 Yi, Ys 满足 关系 位 十 ?3 一 一 4 一 2 一 及 ?yatys 一 一 C 
,十 D 一 BB， 从 此 得 到 关系 
otost Bt Bat yt ya 1, (22) 
于 是 方程 可 与 成 如 下 形式 ; 
| 1 2 2 } 
ww 上 (生生 一 和 ju 
上 9 — ca- Fe + A )w=0. (23) 
为 了 避免 例外 的 情形 , 可 设 差 os 一 os， Bs 一 Bi, Ys 一 yi 中 没有 
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一 个 是 整数 .我 们 的 下 一 步 就 是 要 简化 方程 (23)， 在 4.2 节 中 我 
们 已 经 证 明 , 对 于 92) 来 说 , 代 换 2 一 0902) 确定 了 一 个 类 似 的 微 
分 方程 , 那 就 是 方程 (18)， 由 于 原来 的 方程 具有 形 如 人 一 和 Ia(2)， 
w 一 zga(g) 的 解 ， 故 知 变换 而 成 的 方程 418) 必 有 形 如 g(z) 一 
zgi(z) 及 gC%) 一 2”*ga(z) 的 解 。 因 此 《18) 的 指数 方程 应 有 根 
呀 一 o oo 一 0 这 岂可 直接 从 计算 中 得 证 同时， 对 应 于 ce 处 奇 
点 的 根 从 ya， Ya 变 至 加 +m ya 十 w， 应 用 同样 方法 可 析出 一 因子 
(一 1)2 并 知 所 得 方程 的 指数 在 工 处 者 应 减少 上 户 , 而 在 ce 处 肴 应 
增 大 8， 上 月 然 的 选择 是 令 a=az, B= 二 By。 因此 最 后 方程 的 六 个 指 
数 分 别 为 0, os 一 04, 0, Ba 一 Bi Yi 十 i 十，Y2 十 1 十 有， 为 了 符 
合 于 延 用 已 外 的 约定 起 见 ， 可 令 6 二 oi 十 Bi 十 yY1, 0 一 1 十 Bi 十 Ya， 
c=1 二 a4 一 a， 由 关系 (22) 得 ec 一 4 一 5=pBs 一 Bi 因此 , 新 的 微分 
方程 变 为 
jp 一 5 十 0 
上 (人 2 


, ob 
)" TG 
或 者 ,经 简化 后 , 得 

&( 工 一 多 20 十 [ce 一 (gt Bd+1)slw —apw=0, (24) 
这 一 方程 称 为 超 比 微分 方程 ,上面 已 经 证 明 , 方程 (23) 的 解 就 等 于 


(24) 的 解 乘 以 29(z 一 9%， 这 里 , 我们 假设 了 指数 差 c 一 1, 4 一 5， 
g 十 56 一 ce 不 为 整数 ， 


可 以 证 明 ,方程 (24) 具 有 一 个 形 如 w= > 4w" 的 解 ， 如 果 将 


一 徊 级 数 代 入 (24), 通过 简单 计算 可 知 方程 的 系数 应 满足 下 列 
: (n+1) (n+e) A = tio) (nt 6b) A,. : 
一 关系 的 形式 非常 简单 ,， 因此 可 用 以 列 出 解 的 显 式 、 取 
4 二 4， 则 超 比 方程 必 为 下 列 函 数 记 满足 , 即 
Pa, b, o 2) 1+ Er s+ 2 


ser D(a) D+D 49 sr 


T 1:2.8.c(c 十 14)(c 二 2) 
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这 一 函数 称 为 超 比 函数 , 只 要 e 不 等 于 零 或 负 整 数 , 它 都 有 定义 

超 比 级 数 的 收敛 半径 不 难 用 计算 求 出 ， 但 用 纯 理 论 来 说 明 更 
为 有 益 . 首先 ,我 们 知道 (G6, 8, 6, 2) 可 以 沿 着 任何 … 条 不 通过 
点 工 而 不 回 至 原点 的 路 径 解 析 延 拓 .， 因此 ,在 单位 圆 盘 |z|<<1 内 
就 可 以 定义 卫 (g, 5b, 6o, 分 的 一 个 单 值 分 支 ( 因 为 这 一 圆 盘 是 单 连 
通 的 ), 故 知 其 收敛 半 色 至 少 应 等 于 +, 如 果 其 收敛 半径 大 于 二 出 
f(g, 5, 6, 2) 将 是 一 整 函数 , 在 co 附近 , 它 必 是 已 知 存在 于 ce 邻 
域 中 的 解 "gCz), 2-?ga(z) 的 一 线性 组 合 ， 但 这 一 线性 组 合 仅 
当 @ 或 5 是 一 整数 时 可 为 单 信 ， 如 设 6 是 整数 而 5 是 非 整数 ， 则 
(Gg, 9, 6,2) 必 为 zg1(%) 的 一 个 倍数 。 根据 Liouville 定理 ,如 
a 为 正 数 , 则 Cg, 5, 6, z) 将 伍 等 于 零 , 但 情形 并 不 如 此 .由 此 可 
知 , 收敛 半径 仅 当 a( 或 5) 是 一 负 整 数 或 零 的 时 候 成 为 无 限 ， 此 时 
超 比 级 数 转 化 成 一 多 项 式 ， 

在 原点 的 一 个 邻 域 中 ,也 有 一 个 形 如 必 -*g(z) 的 解 ， 此 处 g(2) 
满足 一 超 比 微分 方程 ， 它 具有 六 个 指数 ， 分 别 为 mm 一 au 0, 0， 
Bs— Bi, 入 十 oa 十 B:， ?ys 十 oa 十 6 因此 可 令 9 ) 一 下 (人 十 6 一 6， 
1+6 一 ce, 2 一 c, z)， 这 就 证 明了 ,原点 附近 的 两 个 线性 独立 解 分 别 
为 Fl(g, 6, c, %) 及 2 °F(l+g—c, 工 十 0 一 6， 2 一 C，2)， 

在 点 1 附近 的 解 可 按 完全 同样 的 方法 确定 。 不过, 以 1 一 代 

并 互 调 各 个 & 及 B 来 求 更 为 容易 。， 结果 得 到 1 的 邻 域 中 的 两 个 

线性 独立 解 为 了 (4g, 8, 1 十 4 十 8 一 ce, 1 一 2z) 及 (1—z2) ?FF(c—Db, 
< 一 1 一 4 一 0 十 6, 1 一 z)， 至 于 在 oo 附近 的 解 也 可 用 同 法 求 得 . 

上 面 说 明了 具有 三 个 奇 点 的 最 一 般 的 二 阶 线性 微分 方程 可 用 
超 比 函数 求 得 解 的 显 式 。 当然 也 可 以 确定 解 的 完全 多 值 结构 , 但 
较为 复杂 . : 


习 是 


1 求证 
(1—s) 一 站 Ka， B, 8B, s), log1/(1—#)=sF(1, 1, 2, 2), 
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， 试 求 了 (qa, 50, ec， 约 的 导数 , 仍 表 为 超 比 函数 。 
3， 江 必 出 下 面 的 积分 裘 示 式 : 


fg, b, 5 & 一 bol te gst), 


CE | 
4， 罗 24 及 wa 是 微分 方程 w 一 po 十 qw 的 其 个 线性 急 也 解 ， 求证 两 
一 W2/W1 满足 方程 


qa -二 (加 “oJ 9 ， 
pA 了 7 2? "TD. 


4.5 Riemann 的 观点 


Riemann 首先 有 力 地 提出 了 下 面 的 观点 , 那 就 是 : 一 个 解析 
状 数 完全 可 以 用 它 的 奇 点 及 一 般 性 质 来 定义 ， 正 象 它 可 用 显 表达 
式 来 定义 一 样 , 而且 前 者 可 能 比 后 者 更 好 。 一 个 最 普通 的 例子 就 
是 一 有 理 函 数 可 用 与 它 的 极点 有 关 的 奇 部 来 确定 . 

下 面 我 们 将 根据 Riemann 的 论据 ,证 明 超 比 微分 方程 的 解 可 
用 这 一 性 质 来 标志 .考察 函数 元 素 (f, 0) 的 一 个 集合 陡 , 具有 如 
下 特性 ， : 

+. 集合 下 称 为 是 完全 的 ， 如 果 它 包含 任 一 (f, 0) EF 的 所 
有 解析 延 拓 , 这 里 并 不 要 求 实 中 的 任 两 个 函数 元 素 互 为 解析 延 拓 ， 
因此 , 下 可 以 由 若干 个 整体 解析 函 数组 成 . 

2， 集 合 是 线性 的 ， 意 即 对 于 所 有 常数 o 及 co， (ji 2) EF 
及 (Ja，OQ) E 下 蕴涵 (cxf 十 cafa，D) EF、 而且 , 具有 同一 0 的 任 
意 三 元 素 (fi, 0)、(fs, 0Q)、(fs, 0O)ERR 在 2 内 满足 恒 等 关 系 
C1f1t csfat+ csfs=0, 这 一 关系 中 的 系数 都 是 不 全 等 于 零 的 常数 . 
换言之 , 下 至 多 是 二 维 的 . 

3. 正中 的 函数 的 唯 有 的 有 限 奇 点 应 在 点 0 及 1; 而且 点 co 
也 作为 一 奇 点 ， 更 精确 地 说 , 那 就 是 任 一 (fj，@) EF 必 可 沿 着 有 
限 乎 面 上 所 有 不 通过 点 0 及 1 的 弧 延 拓 . / 

4. 至 于 奇 点 上 的 性 态 , 则 设 正中 有 着 这 样 的 诸 函 数 存 在 , 它 
们 在 0 附近 的 性 态 与 已 知 午 因 及 辐 一 样 ,在 土 附近 与 (2 一 巧 4 及 
(Ge 一 已 2 一样 ,在 co 附近 与 条 及 sm 一 样 。 严格 地 说 ， 就 是 存 
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在 某 些 解 桥 函 数 gx( 信 及 (2) ,定义 于 0 的 邻 域 4 内 , 且 在 该 点 不 
等 于 零 ， 对 于 4 的 一 个 不 包含 原点 的 单 连通 子 域 Q， 可 以 定义 丙 
数 元 素 (z"gi(g), 昌 )，(z”ga(z), 8), 而且 它们 必须 都 属于 陡 , 对 于 
点 二 及 oo, 可 闻 样 地 立 出 相应 的 假设 . 

不 难看 出 ， 微分 方程 (23) 的 解 在 差 O20 B23— B11, Ys ~ Yi 沾 
为 整数 时 怡 具有 这 些 性 质 ， 此 外 ， 还 成 立 关系 a 二 og 十 Bi 十 Bs 
十 yi 十 Ya 一 1， 作 出 这 些 假设 , 并 在 这 些 限制 下 , 可 证 存在 一 个 语 
目 只 有 -一 个 集合 也， 它 具 有 性 质 1~4. 因此 四 将 与 微分 方程 
(28) 的 局 部 解 的 集合 一致 

Riemann 拒 耳 中 的 任 一 函数 元 素 用 下 列 记号 表示 ， 


0 1 ec 
中 > B11 Yi, | 
“los pb ya 


因此 , 五 并 不 代表 一 个 个 别 的 函数 ,但 这 一 点 显然 是 无 关 重要 的 . 
在 唯一 性 一 经 确立 之 后 , 只 要 事先 作 好 适当 的 解释 , 形 如 下 面 的 己 
等 式 显然 成 立 , 即 


ff0 1 oo 1 
a B1 Yi, | 
0 bs a 
1 
和 (2—1)°P 1- Bi — 及 ?4 十 ca 十 及 | 
oa 一 ws 一 局 yatoatp 
0 Too 0 1 ec 
二 0 pi 1 TE Ol ys i 
~ lo Bs . : 3 03 Ys ] 


关系 中 有 上 下风 很 易于 辨认 ， 这 正 是 Riemann 观 
点 的 一 个 特色 , 

为 了 证 明 唯一 性 ， 考察 两 个 定义 于 不 包含 点 0 或 i 的 单 连通 
域 Q 内 的 线性 无 关 的 函数 元 素 (ro 0)、(fs, 0) ES 上 这样 的 函数 
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元 素 在 任 一 @ 内 是 存在 的 ,因为 函数 sgi( 分 及 sga(2) 在 它们 的 
定义 域 中 是 线性 无 关 的 ; 它们 可 以 沿 着 一 段 避 开 0 与 工 而 端点 在 
9 内 的 弧 延 拓 , 从 而 确定 出 线性 无 关 的 函数 元 素 (f1,0), (fo, 0). 
据 性 质 14, 它们 属于 让， 如 果 (f, 0) 是 下 中 的 第 三 个 函数 元 素 ， 


出 恒等式 
cf 十 ci 访 十 caja 一 0 ， 


cf 十 cdL 方 十 Ca fo 一 总 
cf" +efit+csfs=—=0 
ff fn 


就 意味 着 fF fA -0 
疡 形态 | 
将 上 式 写成 下 列 形式 ， 
f°"—p(2)f +q(2)f, 
其 中 
OI (一 一 大 让 开导， (25) 
此 处 的 分 母 不 恒 等 于 零 , 因为 如 果 等 于 零 , 则 户 及 户 将 是 线性 相 
关 了 。 


现在 我 们 可 以 看 到 表达 式 (25) 在 户 及 作 非 退 化 线 性 变换 ， 
即 代 之 以 cuzfi 十 612f2，Cs1f1 十 ca22f2， Ci1C22 一 61504 天 0 时 将 保持 不 
变 ， 这 就 是 说 , 对 于 任意 的 及 及 记 ,p(z) 与 g(@) 将 维持 原状 ,因此 
这 两 函数 在 去 掉 点 0 与 1 的 整个 平面 上 是 完全 确定 的 单 什 函 数 . 
为 了 确定 2(2) 与 ql(z) 在 原点 附近 的 状态 ， 取 刻 一 "gi(z)， 
一 x*galz)， 通 过 简单 的 运算 以 后 可 得 
fif2—f2fi= (0 ~— 1) ttm OT), 
kh 一 户 广 一 (as 一 01) (1+ oa— |) to OF), 
fifs—fofi= 00 (aa — ot IO + ), : 
式 中 括号 内 的 (OC 十 …) 代表 一 些 解 析 函 数 ， 它 们 在 原点 具有 共同 
前 值 CO=gi(0)ga(0)， 由 此 可 知 p(x) 具有 一 单 极 点 , 其 上 的 留 数 
为 or 十 2 一， 而 9(%) 的 Laurent 展开 则 以 一 02/2 为 省 项 。 对 
于 点 1 及 se, 也 成 立 同 样 的 结果 。 从 此 得 到 
es 903 。 


Dp(2) 一 


此 处 po(z) 在 点 0 及 1 不 具有 极点 . 恨 据 定义 (26) 式 可 知 pCz) 是 
一 整 函数 的 对 数 导数 . 因此 , 在 有 限 平面 上 , 它 只 具有 单 极点 , 而 
这 些 极 点 上 的 留 数 都 是 正 整数 . 此 外 , pl%) 在 co 处 的 展开 必须 
以 一 《yi 十 Ya 十 1)/z 为 首 项 .因此 2(s) 具有 有 穷 个 极点 , 这 些 
极点 上 的 留 数 应 加 到 一 (yz 十 Ya 十 1)， 根 据 关系 (mz 十 ag 一) 十 
(Bi 十 Bs 一 1 = 一 (yi 十 Ys 十 1) 可 知 , 除了 在 0 与 工 处 的 极点 之 外 ， 
不 能 有 其 他 极点 .而 由 (26) 式 易 见 po(2) 不 能 有 极点 ,因此 必 恒 等 
于 零 . 

由 于 丹 有 一 fa 及 除了 在 点 0 及 I 以 外 到 处 都 二 0, 因此 gC2) 
必 具 有 如 下 形式 . 

A B 


gr 一 一 2 天 一 一 全 光孝 十 +do(9)， 


其 中 ookz) 没有 有 限 极 点 。 在 2 处 ， 最 并 葡 上 大 页 一 Yiya/ 开始 。 
故 知 go(%) 必 和 恒 等 于 零 ,而 
A=—B=— (Qs02 +- BiB2— Yry3), 
总 结 上 面 的 结果 ,可知 必 满足 下 列 方程 。 
WwW" 寺 ( 汪 一 名 一 e+ LB Be ) 


0 一- + BR + wo(2), (26) 


0d403 0102 十 Bi1Bs —Y1Ya ?179 )u 
二 (2 2 g(%—1) t (2Z—1)’ -0. 


这 网 是 方程 (3238) 式 . 

由 此 可 知 满足 性 质 1 至 4 的 任 一 集合 上 必 是 方程 (23) 的 局 
部 解 的 族 Eo 的 一 个 子 集 , 这 就 完成 了 唯一 性 有 的 证 明 ， 因 为 对 于 不 
包含 点 0 或 点 1 的 任 一 单 连通 域 9, 在 王 中 有 两 个 线性 独立 的 函 
数 元 素 (i, 昌 ),，(fs, RQ)， 每 一 个 (f, 2)E€ Fo 具有 形式 cx. 十 
csfa, 2), 因此 必 包 含 于 下 中 . 最 后 ， 如 果 介 不 是 单 连 通 的 ， 则 
(f, 9) Ek 就 是 ff 限制 在 8 的 一 个 单 连 通 子 域 上 所 组 成 的 元 素 
的 解析 延 拓 ， 由 于 这 一 元 尼 属 二 二 ， 故 由 性 质 1 可 知 (jy, 2) 也 属 
于 下 
。 8324 。 
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